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Descripcion

Tesis de grado presentada para optar por el titulo de Magister en Educacion Matematica
que propone estudiar la argumentacion de estudiantes de grado octavo del Colegio
Cooperativo “San Antonio de Prado” cuando realizan actividad demostrativa con el apoyo
de sistemas de geometria dinamica, en este caso, Cabri. Una de las razones para realizar un
trabajo en esta tematica es el interés creciente en la comunidad de educadores matematicos
por incluir la demostracion en el curriculo de la escuela secundaria; otra es poder ofrecer
alternativas didacticas para la ensefianza de la demostracion. Los argumentos fueron

analizados con el modelo de Toulmin y se identificaron las diferentes acciones del maestro,



que facilitaron o no la produccion de argumentos, usando categorias propuestas por el
grupo de investigacion Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (Z£-G), de la

Universidad Pedagdgica Nacional.

Fuentes
Se retoman diferentes tipos de fuentes: revistas electrénicas e impresas, libros y capitulos
de libros, articulos de reportes de investigacion, entre otras; la mayoria publicados en las

dos Gltimas décadas. Se destacan los articulos del grupo Aprendizaje y Ensefianza de la
Geometria de la Universidad Pedagdgica Nacional (Z-G) sobre la actividad demostrativa

y cada uno de los procesos que ésta incluye, asi como las acciones del profesor; los
informes de Paolo Boero, Gila Hanna, Maria Alessandra Mariotti y Victor Larios sobre la
resignificacion de la demostracién en los curriculos; Nicolas Balacheff y su trabajo sobre
los procesos de prueba con estudiantes de colegio; publicaciones de Bettina Pedemonte,
Nadia Douek, Ndria Planas, Genaro de Gamboa y Jorge Fiallo a propdsito de la
argumentacion en la educacion matematicas; y no menos importante las referencias sobre

los Sistemas de Geometria Dinamica, por parte de Angel Gutiérrez y Jean-Marie Laborde.

Contenidos

En términos generales, el trabajo se compone de cinco capitulos. En el primer capitulo se
plantea la investigacion e incluye cuatro partes: la exposicion de antecedentes que sirvieron
para obtener una mirada de como ha sido abordada la demostracion matematica en el aula;
la presentacién de la problemaética de estudio, exponiendo el interés particular y la

justificacién del mismo; el planteamiento de la investigacion y los objetivos del estudio. El



segundo capitulo estd dedicado a la presentacién del marco tedrico que fundamenta
conceptual y analiticamente la disertacion. EIl tercer capitulo contiene el disefio
metodolégico con una vision general del tipo de estudio y una descripcion detallada del
proceso de recoleccion, procesamiento y analisis de los datos. En el cuarto capitulo se
presenta el analisis realizado. En el capitulo cinco se presentan las conclusiones del estudio.

Finalmente, se incluyen las referencias bibliogréficas y los anexos.

Metodologia

La metodologia es de corte cualitativo, pues el investigador observa la realidad en el
contexto mismo que sucede: el aula de clase. Asimismo, el trabajo es catalogado como un
experimento de ensefianza: se elabord una propuesta de ensefianza orientada desde la
actividad demostrativa que favoreciera la argumentacion. Luego, la propuesta fue
implementada durante un periodo académico, en el cual los estudiantes en equipos
colaborativos construyeron y exploraron situaciones en torno a relaciones y objetos
geomeétricos, descubrieron propiedades y formularon conjeturas, con el fin de conformar un
sistema tedrico que sirviera como referencia para sus argumentos; al finalizar el periodo, se
trabajé con solo tres grupos de estudiantes, con el propdésito de caracterizar los argumentos
que ellos producian, al resolver una serie de tareas, se grabaron y se tomd registro escrito de
sus producciones. El material recolectado no fue en algunos casos de la mejor calidad, por
lo que fue necesario realizar una serie de entrevistas, con el animo de comprender mejor las
producciones de los estudiantes. ElI experimento tiene como paso final el analisis

respectivo.

Conclusiones



Al dar una mirada a los resultados de este trabajo, fruto de la implementacion de una
propuesta de ensefianza, se concluye que los estudiantes avanzaron en la capacidad para
argumentar matematicamente, accion que no habia sido parte de la cultura de clase
previamente. Del analisis retrospectivo de la actuacion del profesor, se concluye que su
papel en propiciar el desarrollo de la capacidad de argumentar de los estudiantes no se
limita a disefiar tareas que exigen la justificacion sino que debe estar presto, en la clase
misma, a requerirla cuando ve la oportunidad, indagar para que los estudiantes tengan que
producir argumentos, y establecer como norma de la clase justificar cada idea matematica
que producen. Es importante usar metodologias diferentes a las tradicionales que ofrezcan
formas alternativas para favorecer un mejor aprendizaje y la argumentacién, como el uso de
la geometria dindmica, con el fin de formar estudiantes criticos, reflexivos y

transformadores de su propia realidad.
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Introduccion

“La ensefianza de la matematica involucra procesos complejos que se ofrecen COMO

’

un amplio campo para la investigacion en didactica de la matemdtica’

Victor Larios

Desde la constitucion de la matematica en disciplina cientifica por los griegos, con objetos
de estudio propios y métodos de indagacion especificos, surgié la preocupacién por
justificar nuevos resultados, ya no solo en el sentido limitado de verificacién empirica sino
a partir de la validacion deductiva sujeto a un sistema axiomatico. Asi se sentaron las bases
para que la demostracién se constituyera en el instrumento de validacion por excelencia

para la matematica (Perry, Camargo, Samper y Rojas, 2006).

En las ultimas decadas, la demostracion matematica ha despertado un interés creciente en la
educacion matematica, y no son pocos los autores, tanto de esta disciplina como de las
propias matematicas, que coinciden en sefialar a la demostracion matematica como uno de
los procedimientos mas importantes de las matematicas; el motor que ha permitido el

desarrollo de esta ciencia (Ibafies y Ortega, 2005).
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Introduccioén

La demostracion en la comunidad de matematicos es vista como recurso de validacion,
medio de comunicacion y de ampliacién del horizonte conceptual (Camargo, 2010); pero,
como sefiala Balacheff (2000), es preciso tener en cuenta que la demostracion no puede ser
llevada del mismo modo al aula de clase. Es diferente la percepcion y la intencionalidad de

un matematico a la de un educador matematico, aunque el objeto de estudio sea el mismo.

Dentro del escenario educativo, argumenta Hanna (2007), la demostracion merece un lugar
destacado en el programa de estudios, por ser un elemento central de las matematicas
mismas, el método preferido de validacion y porque es una valiosa herramienta para
promover la comprension matematica. Por ello, puede constituirse en un recurso didactico
para ensefiar matematicas y la naturaleza del pensamiento matematico. Sin embargo, la
ensefianza de la demostracion en el nivel basico y medio presenta dificultades que
aparentemente son insalvables. El desarrollo del razonamiento deductivo y la comprension
de estructuras axiomaticas son procesos que se encuentran en uno de los estadios mas
avanzados del pensamiento matematico, por lo que algunas personas podrian suponer que

ello queda vetado para el ambiente escolar (Larios y Gonzalez, 2010).

Cabe agregar que uno de los problemas en educacién matemaética, esta relacionado con la

construccion de demostraciones y la comprension de su utilidad.

La demostracién ha sido uno de los aspectos de la matematica considerado como
dificil de ensefiar y de aprender. Se reconoce que interpretar, hacer o usar
demostraciones es un asunto complejo que depende de una amplia gama de
creencias conocimientos, habilidades y condiciones sociales y culturales (Camargo
2010, p. 9).
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Introduccioén

En efecto, es frecuente escuchar a los profesores de matematicas de diversos niveles
educativos quejarse de las dificultades que tienen sus estudiantes para comprender qué es
una demostracion y como realizarla. Llega a tanto su confusion e incertidumbre sobre como
abordar la problematica, que deciden reducir la actividad demostrativa en la clase de

matematicas lo mas posible (Camargo, Samper y Perry, 2006).

Dentro de las diferentes propuestas para superar el problema de la ensefianza y aprendizaje
de la demostracién y su inclusién en contextos escolares, ha surgido una en la que se
considera la demostraciéon como un producto posible de lo que se denomina actividad
demostrativa (Molina, Perry, Samper y Camargo, 2011). Esta involucra el proceso de
conjeturacion y de justificacion. El primero tiene como fin la produccién de conjeturas,
después de haber realizado acciones de exploracion y visualizacion. El segundo consiste en
la busqueda y organizacién de las ideas que conformaran una justificacion, siendo una
forma de esta la demostracion, es decir, un argumento de naturaleza deductiva basado en un

sistema tedrico de referencia.

La presente investigacion tiene el proposito de estudiar los argumentos de los estudiantes
de un curso de geometria de octavo grado quienes, debido a la metodologia de ensefianza y
las tareas propuestas por el profesor, participaron en acciones matematicas asociadas a la

actividad demostrativa.

En cuanto a la argumentacion en general y la argumentacion matematica, conceptos que se

detallan en el marco teorico, se toma como base el esquema propuesto por Toulmin
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Introduccioén

(Pedemonte, 2007) para estudiar los argumentos que producen los estudiantes cuando se

enfrentan a resolver problemas planteados dentro del marco de actividad demostrativa.

Ademéas de contribuir con la ensefianza y aprendizaje de la demostracion desde la
educacién basica, esta investigacion pretende impulsar innovaciones pedagdgicas,
especificamente la inclusion del uso de tecnologia para el desarrollo de las actividades de
clase mostrando evidencia de como esta se convierte en una herramienta eficaz y de gran

alcance en la consecucion de aprendizajes mas duraderos.

18



1. Planteamiento de la investigacion

“Il n'y a pas des problemes qu'on se pose, il y a des problemes qui se posent.
Il n'y a pas de problémes résolus, il y a seulement des problémes plus ou moins résolus”

Henri Poincaré

1.1. Antecedentes

En los dltimos afios, en el campo de la educacién matematica se ha observado un creciente
interés por la problematica de la ensefianza y aprendizaje de la demostracién. La mejor
referencia que se puede citar para apoyar esta afirmacion es la revista electronica sobre la
demostracion “La lettre de la preuve” editada por Bettina Pedemonte y Maria Alessandra

Mariotti (URL, http://www.lettredelapreuve.it/). Este interés parece justificado por el papel

esencial de las situaciones y procesos de validacién en la propia matemaética, el
reconocimiento de la importancia de estos en el aula de clases y el bajo nivel en la

comprension y elaboracion de demostraciones que muestran los estudiantes.

Asi mismo, atendiendo al interés compartido por favorecer la ensefianza y aprendizaje de la
demostracion, diferentes investigaciones han sido realizadas desde diferentes enfoques e

intenciones. Cabe mencionar algunas de ellas.
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Planteamiento de la Investigacion

En primera instancia, a nivel nacional, en los encuentros anuales de la Asociacion
Colombiana de Matematica Educativa (ASOCOLME), es habitual la presentacion de
estudios sobre el aprendizaje y/o ensefianza de la demostracion, o sobre otros aspectos

derivados de esta. Se destacan basicamente los trabajos del grupo de investigacion

Aprendizaje y Ensefianza de la Geometria (“£- G) de la Universidad Pedag6gica Nacional,

el cual ha dirigido sus esfuerzos a buscar alternativas para que la demostracion tenga un
papel significativo en la ensefianza, se use para promover la comprensién matematica y
ayude a los estudiantes a entender los diferentes papeles de la demostracion en las
matematicas (Samper, Camargo y Perry, 2006; Camargo, 2010). De otro lado, estan las
investigaciones realizadas por el doctor Jorge Enrique Fiallo, profesor de la escuela de
matematicas de la Universidad Industrial de Santander, quien ha liderado, entre otros, un
estudio del proceso de demostracion en el aprendizaje de las razones trigonomeétricas en

ambientes de geometria dindmica (Fiallo, 2010).

A nivel de Latinoamérica se destaca el trabajo del mexicano Victor Larios Osorio, quien en
los Gltimos afios ha investigado sobre la construccion del significado de la demostracion en
contextos escolares, en algunos casos mediados por ambientes de geometria dinamica

(Larios, 2006).

A nivel mundial, Mariotti (2006) comenta que en los ultimos afios, en los encuentros del
Psychology of Mathematics Education (PME), se han presentado variados informes de
investigacion en relacion a la demostracion. Se evidencia un alejamiento de los primeros

estudios, centrados en los estudiantes y algunas veces en los maestros, las concepciones de

20



Planteamiento de la Investigacion

la demostracion y en términos generales sobre las dificultades que enfrentan los alumnos en
la demostracion, hacia estudios recientes en los que investigadores presentan y discuten
ideas sobre como es posible superar estas dificultades mediante apropiadas intervenciones
de ensefianza. Como una tendencia general, es posible observar un cambio en la

metodologia: han aumentado los informes sobre experimentos de ensefianza.

En términos generales, las investigaciones, segun Mariotti (2006), abarcan la identificacion
de la influencia del curriculo sobre el estado de la ensefianza y el aprendizaje de la
demostracion, andlisis de concepciones y dificultades de los estudiantes al aprender a
demostrar, y experimentos de ensefianza y su efecto en el aprendizaje, entre los cuales estan
aquellos que tienen en cuenta la naturaleza social de la demostracion. Dentro de los Gltimos
estudios se ubican los que han incorporado el uso de programas de geometria dinamica

Como recurso para crear ambientes favorables para el aprendizaje de la demostracion.

Se destacan los estudios de otros investigadores: Nicolas Balacheff, en relacion a los
procesos de prueba de los alumnos de matematicas y el papel de la interaccion social en la
construccién de una prueba (Balacheff, 2000); Raymond Duval y su trabajo sobre las
diferencias existentes entre los procesos argumentativos y demostrativos (Duval, 1999);
Efraim Fischbein quien recalca los aspectos relacionados con la intuicién y su relacion con
la demostracion (Larios, 2006); el equipo de italianos a la cabeza de Paolo Boero, Maria
Alessandra Mariotti, Rosella Garutti, entre otros, quienes han estudiado la unidad cognitiva
entre los argumentos que presentan los estudiantes cuando exploran situaciones para

establecer conjeturas y aquellos que formulan cuando tratan de justificarla (Pedemonte,

21



Planteamiento de la Investigacion

2002); y Angel Gutiérrez, de la Universidad de Valencia, Espafia, quien ha liderado y
acompariado variadas investigaciones sobre  problematicas del aprendizaje de la
demostracion matematica en contextos escolares, algunas de ellas mediadas por sistemas de

geometria dindmica (Marrades y Gutiérrez, 2000; Gutiérrez, 2005).

Como puede observarse, es un problema que ha sido estudiado desde diferentes angulos. En
particular el estudio de la argumentacion ha venido tomando fuerza dentro de la comunidad
de investigadores en educacion matematica (Goizueta, 2011; de Gamboa, 2009; Crespo,
2006; Planas y Morera, 2012). Asi mismo, Godino y Recio (2001), expresan “los estudios
sobre la demostracion en educacion matematica deben enmarcarse dentro de la
problematica mas amplia de la evaluacion y desarrollo de las distintas practicas

argumentativas en diversos contextos institucionales” (p.406).

Con referencia a lo anterior, Pedemonte (2007) afirma que “la investigacion experimental
(Boero et al 1996; Garuti et al 1996, 1998; Mariotti 2001) muestra que la demostracion es
mas accesible a los estudiantes si se ha desarrollado una actividad argumentativa para la

construccion de una conjetura” (p.25).

El desarrollo temprano de las habilidades argumentativas de los estudiantes se ha
convertido en un tema de gran preocupacién para los educadores matematicos por
diferentes razones: la necesidad de un primer acercamiento a las habilidades que son
relevantes para el proceso de demostracién, la exploracién, el potencial de la interaccion

social en el desarrollo del conocimiento y de habilidades matematicas y la importancia de
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Planteamiento de la Investigacion

las habilidades argumentativas en el curriculo dirigido a mejorar la autonomia intelectual de

los estudiantes (Douek, N. y Pichat., 2003).

Como lo mencionan Samper, Camargo y Leguizamén (2010), siempre ha sido una meta de
la matematica escolar que los estudiantes desarrollen pensamiento deductivo. EI proposito
ha sido que puedan realizar el razonamiento necesario para resolver problemas matematicos
0 de la vida diaria, justificar sus ideas matematicas con argumentos basados en esta
disciplina y las cotidianas a partir de otros saberes y no desde sentimientos, y construir
demostraciones. El problema ha sido la forma como se ha pretendido que desarrollen esas
capacidades. Por ejemplo, desde mediados del siglo pasado hasta los afios 70, la influencia
de corrientes formalistas de la matematica llevo a que el profesor ensefiara la demostracion
exponiendo paso a paso cada una en el tablero, siendo el estudiante simplemente un
observador. Con ello, se esperaba que fueran capaces de construir una demostracion como
lo hace un matematico. Los estudiantes simplemente trataban de imitar al profesor pues no
comprendian como construirla ni para qué se hacia esa tarea. Segun los autores citados,
tanto estudiantes como profesores se frustraban al no ver resultados positivos, lo cual llevo
a que se fuera suprimiendo la demostracion del curriculo escolar. La geometria que se
ensefiaba era solamente identificar figuras, clasificarlas y encontrar area y volumen. Con
este tratamiento, se quitd a los “alumnos la posibilidad de disponer de una herramienta

eficaz y confiable para desarrollar el razonamiento” (Samper et al., 2010).

No obstante, en las Ultimas décadas, investigadores en educacion matematica se han

cuestionado por la ensefianza y el aprendizaje de la geometria, asi como del rol del
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descubrimiento y la justificacion en clase de matematicas. Han centrado su interés en como
a través de los procesos que estos involucran como la exploracion, la conjeturacion, la
prueba y la demostracién, puede promoverse la construccion de los conceptos matematicos
y el desarrollo de habilidades como la observacion, la argumentacion y el analisis (Larios,

2006).

Sin embargo, pese a los esfuerzos realizados por diferentes grupos de investigacion y
comunidades académicas de diferentes universidades alrededor del mundo, no se ve aun el
impacto en la ensefianza de la geometria en la educacién basica y media; no se ha
transformado la manera como se ensefia la geometria (Samper et al., 2010); es decir, no se

han generado ambientes de aprendizaje que favorezcan el aprender a demostrar.

1.2. Problematica de estudio

El Colegio Cooperativo “San Antonio de Prado” (Ver consentimiento informado en Anexo
4), colegio no oficial ubicado en el corregimiento de San Antonio de Prado de la ciudad de
Medellin, propone en su plan de estudios, particularmente en la asignatura de geometria de
octavo grado, el tema de la congruencia de triangulos, y busca, por primera vez, que el
estudiante construya demostraciones, usando herramientas conceptuales dadas en el mismo
curso y en afios anteriores. El curso se dicta de la manera tradicional, siendo el maestro
quien provee la teoria (teoremas, definiciones, axiomas) que considera pertinente e
ilustrando con ejemplos como demostrar. Los ejercicios que se proponen son de la misma
naturaleza: a partir de datos dados demostrar una propiedad. La tarea del estudiante consiste
en construir demostraciones de afirmaciones provistas por el profesor, plasmando el
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proceso en un esquema de dos columnas. En la primera se escriben afirmaciones y en la
segunda, al frente, el elemento tedrico que permite concluirlas. Sin embargo, el proceso no
ha colmado las expectativas de maestros y estudiantes; los maestros aducen a la dificultad
de ensefiar un tema dificil y aseguran que el estudiante no aprende a demostrar ni aprende
geometria; los estudiantes no logran aprender ni comprender el sentido de un proceso que
consideran complejo. En relacion a la problematica planteada, ha sido tema de discusion
por parte de los docentes de la institucion, la conveniencia de incluir una tematica que no

ha generado los resultados esperados.

Partiendo de una problematica que se ha podido confirmar desde la propia experiencia
profesional y también con base en la constatacion de las lecturas realizadas, el panorama de
la problematica se puede formular del siguiente modo: Muchos alumnos tienen dificultades
para aprender a construir demostraciones de teoremas matematicos. Aunque las causas de
esta dificultad pueden ser muchas, tiene sentido pensar que algunas de estas se remontan a
posibles dificultades en la argumentacion. De acuerdo con este supuesto, se plantea una
investigacion enfocada a estudiar la argumentacion de los estudiantes de octavo grado
quienes han vivido una experiencia de ensefianza que pretende favorecer dicha

argumentacion.

Se considera de especial importancia esta problematica, ya que ademas de tener interés
desde el punto de vista de la investigacidn en didactica de las matematicas, tiene una fuerte
relevancia social; a proposito de esto, de Gamboa, Planas y Edo (2010) sefialan como un

objetivo de la educacion es formar ciudadanos criticos y reflexivos, comprometidos y
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capaces de razonar. Para ello es esencial el trabajo de la argumentacion, dado su papel
dentro del pensamiento matematico; los estudiantes deben aprender a reconocer y

desarrollar argumentos que permitan la adquisicion progresiva de conocimiento.

Parece que hay un consenso general sobre el hecho de que el desarrollo de la demostracion
constituye un objetivo importante en la educacion matematica, por lo que existe una
tendencia general hacia la inclusion del tema de la demostracion en el plan de estudios
(Mariotti, 2006). En particular, los estandares del National Council of Teachers of
Mathematics de Estados Unidos (NCTM) publicados en 2000, revaloraron la demostracion
en el curriculo de matematicas proponiendo recomendaciones para desarrollar habilidades

relacionadas con la demostracién desde el principio de la escuela primaria.

ElI NCTM (2003) indica que una demostracidbn matematica es una manera formal de
expresar tipos particulares de razonamiento y de justificacion. Al mismo tiempo, asegura

que para entender las matematicas es necesario ser capaz de razonar.

Desarrollando ideas, explorando fendmenos, justificando resultados y usando
conjeturas mateméticas en todas las areas de contenidos y, con diferentes
expectativas de complejidad, en todos los niveles, los estudiantes deberian ver que
las matematicas tienen sentido [...] Razonar matematicamente es un habito mental
y, como todo habito, ha de desarrollarse mediante un uso coherente en muchos
contextos [...] Los alumnos necesitan multiples oportunidades para formular
conjeturas, y contextos de aprendizaje ricos y atractivos [...], pueden aprender a
razonar a través de la discusion de las argumentaciones de sus comparfieros.
(NCTM, 2003, p.59-61)
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En el caso colombiano, el Ministerio de Educacién Nacional a partir de los Lineamientos
Curriculares de Matematicas (1998), ubican al razonamiento como un proceso general,
presente en todo el trabajo matematico de los estudiantes. Tiene que ver, entre otras cosas,
con justificar las estrategias y los procedimientos, formular hipotesis, hacer conjeturas y
predicciones, proponer contraejemplos, usar hechos conocidos y utilizar argumentos
propios para exponer ideas. Ademas, para favorecer el desarrollo del razonamiento en el
aula, se debe crear un ambiente que sitde el pensamiento critico como base del proceso de
ensefianza y asi propiciar un ambiente que estimule a los estudiantes a explorar, comprobar

y aplicar ideas.

Boero (2007) advierte como los viejos modelos de ensefianza, aquellos basados
fundamentalmente en el aprendizaje a partir de la observacion e imitacion de las
demostraciones como estan escritas en los libros de texto, no se ajustan a las necesidades
actuales de estudiantes y profesores. Ademas, estas formas de ensefiar mostraron su
ineficacia en el intento para que los estudiantes entendieran el papel de la demostracién en
las matematicas y para que ellos desarrollaran habilidades relacionadas con la produccion
de conjeturas y la construccion de demostraciones. Tal ineficacia fue una de las razones
para eliminar la ensefianza de la demostracion o para reducir su importancia en los
programas de ensefianza secundaria en algunos paises. Por lo tanto, se necesitan enfoques

totalmente nuevos.

La exploracion matematica de situaciones, la busqueda de conjeturas y la construccion de

justificaciones son esenciales para que los estudiantes logren darle sentido a la
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demostracion matematica y puedan potenciar su competencia demostrativa y
argumentativa. Su desarrollo debe comenzar en la educacién basica. Se debe promover un
ambiente de aprendizaje en el cual los procesos de argumentacion y justificacion sean

actividades cotidianas de la clase de matematicas (NCTM, 2003).

De otro lado, los ambientes virtuales y en especial los Sistemas de Geometria Dindmica
(SGD), se convierten en una alternativa para potencializar los argumentos de los
estudiantes y realizar actividad demostrativa en la clase de matematicas. A proposito de lo
anterior, Camargo, Samper y Perry (2006) sefialan como los SGD ayudan a los estudiantes
a hacer construcciones, mediciones y comprobar propiedades. Todo ello brinda la
posibilidad de realizar exploraciones, con el objetivo de entender la situacion propuesta en
un problema, descubrir propiedades, formular y verificar conjeturas, estudiar la
dependencia entre propiedades y disponer de herramientas para desarrollar ideas Utiles para

justificar los descubrimientos.

En el orden de las ideas anteriores, los SGD favorecen la interaccion entre construir y
demostrar, entre verificar y justificar por medio de argumentos tedricos. Conduce ademas a
analizar de manera diferente los procesos involucrados en la actividad de demostrar, pues
proporcionan a los estudiantes posibilidades de acceso a justificaciones a través de la
mediacion semiotica, organizada por el profesor, con el uso de estas herramientas (Laborde,
2000). Ademas, a diferencia de los materiales tradicionales, como sefiala Gutiérrez (2005),

los SGD brindan la posibilidad de realizar experimentaciones que permiten plantear y
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verificar conjeturas o encontrar propiedades matematicas no evidentes con las que se

puedan abordar la resolucion de los problemas planteados.

1.3. Pregunta de investigacion y objetivos

La problemaética expresada en el apartado anterior lleva a considerar una cuestion principal

de investigacion, que se enuncia brevemente del siguiente modo:

¢Como promueven la argumentacion de los estudiantes de octavo grado el uso de sistemas

de geometria dindmica en clase y la actividad demostrativa?

Para dar respuesta a la pregunta anterior se ha propuesto realizar esta investigacion,

teniendo en cuenta los siguientes objetivos.

Objetivo General

e Analizar los argumentos de los estudiantes de octavo grado del Colegio Cooperativo
“San Antonio de Prado”, cuando realizan actividad demostrativa con el apoyo de

sistemas de geometria dindmica.

Objetivos Especificos
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e Caracterizar los argumentos de los estudiantes cuando estan resolviendo problemas con

y sin el uso de Sistemas de Geometria Dinamica.

e Identificar las acciones del maestro que facilitan o no la produccién de argumentos por

los estudiantes.

e Elaborar una propuesta de ensefianza apoyada en el uso de Sistemas de Geometria

Dinamica para favorecer la actividad demostrativa en el aula.
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“Uno de los principales objetivos de la matemdtica, cuando se enseria correctamente, es el
de despertar en el discipulo la fe en la razén, su confianza en la verdad de lo que ha sido
demostrado y en el valor de la demostracion”

Bertrand Russell

2.1. Ensefianza y aprendizaje de la geometria

A continuacidn se presentan algunas ideas importantes sobre la ensefianza y aprendizaje de
la geometria de octavo grado que se han tenido en cuenta para el disefio de la propuesta de
ensefianza. Como se vera mas adelante, en esta no se abarc6 toda la geometria que se
ensefia en grado octavo, sino que se centrdé en una parte de esta: conceptos basicos de
geometria euclidiana y congruencia de triangulos. Esta reduccidon se hizo por varias
razones: la necesidad de delimitar el tema para poder desarrollarlo en un tiempo razonable
para la experimentacion; ser el contenido de un periodo lectivo del curso; como dentro de
los objetivos se busca propiciar el desarrollo de la actividad demostrativa, se queria ofrecer

los elementos necesarios para que los estudiantes pudieran argumentar con base a estos, ya
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que se tiene la conviccion de que la geometria es un espacio propicio para desarrollar estos
procesos; y por las dificultades que existen para la ensefianza y el aprendizaje de la

demostracion dentro de la misma geometria.

La propuesta de ensefianza se basa en cuatro ejes fundamentales:

1. Conceptual: Relativo al aprendizaje de los conceptos y propiedades de la

matematica. En este caso puntual, la geometria.

2. Curricular: Relativo a los contenidos matematicos sugeridos en los curriculos
oficiales y abordados dentro del plan de estudios del colegio donde se lleva a cabo la

propuesta.

3. Metodoldgico: Relativo al uso de un enfoque para la ensefianza de la geometria,

que incluye el uso de SGD, en particular Cabri, como apoyo en un contexto de ensefianza

por descubrimiento guiado.

4. Formativo: Relativo al objetivo de mejorar las habilidades argumentativas de los

estudiantes para fomentar el camino hacia la demostracion matematica.

En los siguientes parrafos se presenta una reflexion sobre los principales aspectos de cada

eje.
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2.1.1. El papel de la geometria

Gonzalez y Larios (2012) expresan la necesidad de ensefiar la geometria en la escuela,
incluso desde los primeros afios, para que ésta pueda desempefiar su papel en la vida
cotidiana. Un conocimiento geométrico basico es indispensable para desenvolverse en la
vida, porque permite ubicarse en el espacio fisico, calcular distancias, distinguir formas,
pero sobre todo permite desarrollar pensamiento l6gico-deductivo. Estos autores comentan
como, el estudio de la matematica en la secundaria, busca que el estudiante desarrolle un
nivel de conocimiento que le permita entender, resolver situaciones matematicas y
expresarse con un lenguaje matematico. Para conseguirlo, se necesita propiciar en la clase
un ambiente en el cual el estudiante formule y valide conjeturas, plantee preguntas,
adquiera las herramientas y los conocimientos matematicos necesarios para utilizar
procedimientos apropiados para resolver problemas y, al mismo tiempo, comunique,

analice e interprete ideas y procedimientos de solucion.

Para Gonzalez y Larios (2012) una parte importante del estudio de la geometria, aunque
también de las matematicas en general, es lo que se percibe por medio de la vista, es decir,
el proceso de visualizacion, el cual esta relacionado con la interpretacion y la construccion
de representaciones de los objetos geométricos. Por medio de la visualizacién, los
estudiantes pueden aprehender las figuras geométricas a partir de dibujos en papel o
representaciones en la pantalla de un computador, ya que les es posible estudiar los objetos
geométricos (no sélo verlos). De otro lado, estos investigadores indican que, a diferencia de
otras ciencias, en las matematicas los objetos estudiados son de naturaleza abstracta, y por
ende requieren representaciones de manera permanente, las cuales han sido indispensables
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para su estudio. En este sentido, se considera la nocion de registros de representacion
semidtica que se refieren a ciertas clases de representaciones. En el caso particular de la
geometria, y mas especificamente de este trabajo, se manejan basicamente tres registros de
representacion semidtica: el lenguaje natural, el gréafico y el simbolico. Por ejemplo, cuando
se habla del objeto rayo tendria una serie de representaciones (Tabla 2.1) de acuerdo a los

registros de representacion semidtica.

Tabla 2.1 Representacion semiética del objeto rayo

Lenguaje natural Gréfico Simbolico

El rayo LK es el conjunto de

todos los puntos del LK junto

con todos los demas puntos de ./&‘j/
la LK, tal que K esta entre /K LK

cualquiera de esos puntos y L. L
El punto L es el origen del rayo
LK.

2.1.2. El uso de sistemas de geometria dinamica (SGD)

El uso de la tecnologia es un elemento comdn y unificador de las ideas expuestas en el
apartado anterior, pues es una herramienta que permite la posibilidad de visualizar,
explorar, analizar, plantear conjeturas acerca de las relaciones y propiedades observadas, y
construir demostraciones (Fiallo, 2010). Segun los principios del NCTM (2003), cuando los

estudiantes disponen de estas herramientas tecnoldgicas, pueden centrar su atencion en
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tomar decisiones, reflexionar, razonar y resolver problemas. Los SGD amplian la serie de
problemas asequibles a los estudiantes, y los capacita para ejecutar procedimientos
rutinarios con rapidez y seguridad, permitiéndoles disponer de méas tiempo para desarrollar

conceptos.

Gutiérrez (2005) indica que el uso de los SGD para la ensefianza de la geometria se
generalizd a comienzos de los afios 80 con la aparicion de Logo. La segunda revolucion se
produjo unos afios después con la aparicion del software de geometria dindmica Cabri en
1988. Desde entonces, numerosas investigaciones en todo el mundo se han dedicado a
explorar las posibilidades del software de geometria dinamica en la ensefianza de la
geometria. Dentro de esta agenda de investigacion, una linea especialmente importante es la
dedicada a analizar los procesos de aprendizaje de la demostracion matematica en contextos

de sistemas de geometria dindmica.

Cabri ofrece la oportunidad de trabajar con construcciones geométricas en un contexto que
tiene correspondencia con la geometria euclidiana. Dentro de las caracteristicas que
diferencian una aproximacién a la geometria utilizando este software, a comparacion con la
tecnologia de papel y lapiz, segun Larios (2006) son: la posibilidad de definir rutinas o
cadenas de construcciones bajo el nombre de macros, la de construir lugares geométricos,
pero, mas que nada, lo que caracteriza a Cabri es la transformacion continua de figuras en
tiempo real con la herramienta arrastre. El arrastre permite la modificacién directa de la
forma o posicion de los objetos geométricos construidos, preservandose las relaciones

geométricas con las que fueron construidos. Con esta opcion igualmente, exponen Perry,
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Samper, Camargo y Molina (2013), una imagen en la pantalla se puede transformar en
innumerables imagenes, asociadas a la figura inicial y, que a la vez, permiten estudiar las

propiedades invariantes y las que sufren modificaciones.

Respecto a la mediacion de un SGD en el aprendizaje de la demostracion, Mariotti (citada
por Fiallo, 2010) plantea que las construcciones geométricas tienen un significado teorico.
Es decir, las herramientas y reglas de su uso tienen una contraparte en los axiomas y los
teoremas de un sistema tedrico de la geometria euclidiana, de tal forma que cualquier
construccién obedece a un teorema o postulado especifico. Dentro de un sistema de este
tipo, los elementos tedricos hacen valida la exactitud de la construccion. La relacion entre
las partes de la figura producida por la construccion se puede expresar como un hecho
geométrico que se convierte, si es validado, en un teorema relativo a la figura geométrica

representada.

De otro lado, Perry, Samper, Molina, Camargo y Echeverry (2013) muestran como Cabri es
un artefacto (objeto material o simbdlico creado por el hombre con fines especificos) que
puede incidir en el aprendizaje. No obstante, para ello debe constituirse en un instrumento
para quien aprende. En esta linea, Rabardel (citado por Perry et al., 2013) sostiene que para
hacer de un artefacto un instrumento se requieren dos procesos: la instrumentalizaciéon o
reconocimiento progresivo de las diferentes posibilidades, limitaciones y componentes del
artefacto; y la instrumentacion o uso autbnomo para construir y explorar. Como ejemplo
para diferenciar estos procesos, se pueden considerar cuatro tareas propuestas en la

Actividad 1 de la propuesta ensefianza (Ver Anexo 1).
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Figura 2.1 Tareas que permiten diferenciar instrumentacion e instrumentalizacion

/1. Construir un punto y nombrarlo A. Arrastrar el punto. \

2. Construir una recta [ tal que A no pertenece a la recta. Describir como la construyeron.

3. Construir un punto B en la recta [ y arrastrarlo. ¢Notan alguna diferencia de lo que sucedio
con el punto A? Describan en qué consiste la diferencia. ;Qué propiedad geométrica entre
puntos y rectas se puede deducir de la experiencia anterior?

12. Ahora, construyan dos segmentos que Se intersecan en sus puntos medios y se
\ mantenga esa propiedad bajo el arrastre. /

Como se puede observar en la figura 2.1, las tareas 1, 2 y 3 promueven la
instrumentalizacion, pues buscan que el estudiante reconozca lo que se puede construir
cuando se usa Cabri y que las caracteristicas de los objetos dependen de como fue
construido. En cambio la tarea 12, requiere conocer las herramientas para establecer una
estrategia para representar la situacion. Lograr resolver la tarea, construyendo por ejemplo
dos diametros de una circunferencia, o un segmento, su punto medio y luego un didmetro
de una circunferencia de cualquier radio con centro el punto medio, es ejemplo de

instrumentacion.

2.2. La demostracion matematica

Como indica Larios (2006), podria decirse que la demostracién matematica esta constituida
por una serie de argumentos que tienen, tanto en su contenido como en su estructura,
particularidades muy especificas. Segun Godino y Recio (2001), la palabra demostracion es

utilizada en distintos contextos y con diversos sentidos; en algunos casos estos diversos
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sentidos se reconocen mediante el uso de términos tales como explicacion, argumentacion,
prueba, entre otros. En todos ellos se pueda reconocer una idea comdn: la de justificar o
validar una afirmacion aportando razones o argumentos; sin embargo, las diferencias en los
tipos de situaciones en que Se usan, sus rasgos caracteristicos y los recursos puestos en

juego en cada caso pueden ser diferentes.

Godino y Recio (2001) identifican basicamente cuatro contextos institucionales en los
cuales se maneja la demostracion: el de los matematicos profesionales, que es donde se
construye la ciencia matematica y que sirve como referencia a las demas comunidades que
la utilizan; el de los utilizadores del saber matemaético en las ciencias experimentales, en
donde aparecen practicas argumentativas empiricas, inductivas, anal6gicas, entre otras, que
Ilevan a concluir que si algo es verdadero en algunos casos entonces es verdadero en el
conjunto o, por lo menos, lo sera siempre y cuando las circunstancias sean similares; el de
la vida cotidiana, en donde se suelen utilizar argumentaciones informales; y el del salén de
clase correspondiente a los estudiantes que se aproximan a la adquisicion del saber
matematico. En este trabajo se hace referencia a la demostracion en el ambito de la
educacion matematica, es decir, ubicada en el salon de clase con estudiantes que estan

aprendiendo a justificar sus ideas.

La palabra demostracion es generalmente interpretada en relacion a un proceso y a un
producto; en palabras de Camargo (2010), se deberia usar la expresion demostracion
matematica, para referirse al producto. En particular, en este trabajo se asume la

demostraciéon matematica como
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Un discurso que respeta ciertas reglas, fundamentado en un sistema teorico de
referencia, mediante el cual se da validez a un enunciado al interior del sistema.
Para ello, se establece una cadena deductiva de afirmaciones que lleva del
antecedente del enunciado (de tipo condicional) al consecuente de este (Camargo,
2010, p.48).

Se entiende como actividad demostrativa a

La realizacion de acciones que conforman dos procesos, no necesariamente
independientes. El primero consta de acciones relativas a la produccién de una
conjetura; ellas generalmente incluyen la exploracion de una situacion geométrica
para buscar regularidades (usualmente con el uso de un programa de geometria
dinamica), la formulacion de conjeturas y su verificacion de manera empirica. Las
acciones del segundo proceso se concentran en la busqueda y organizacion de las
ideas que conformaran una justificacion, siendo una forma de esta la demostracion

(Molina, Perry, Samper y Camargo, 2011, p.74).

La figura 2.1 tomada de Perry, Samper, Camargo y Molina (2013) presenta una descripcion
esquemética de la actividad demostrativa, donde se pueden apreciar la relacion y los

elementos que intervienen en los procesos de conjeturacion y justificacion.
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Figura 2.2 Descripcion de la Actividad Demostrativa

------------------- [ ACTIVIDAD DEMOSTRATIVA Jrn
- o
— ) SR SELECCIONAR ELEMENTOS
TEORICOS O EMPIRICOS

RAZONAMIENTO

ARGUMENTACION

FORMULAR
CORROBORAR CONJETURA o J L _ JUSTIFICACION

VERIFICAR PROPIEDADES [

el CONSTRUIR ARGUMENTOS

FORMULAR CONJETURA B

Para dar precision y claridad se definen los elementos que conforman la actividad

demostrativa, tomando como referencia a Perry et al. (2013):

Conjeturacion. Este proceso tiene como finalidad la formulacion de conjeturas, es
decir, enunciados producto de la observacion, que expresan resultados considerados como
generales y posiblemente ciertos, que se deben tratar de demostrar dentro de un sistema
tedrico establecido. Dentro de este proceso se encuentran acciones como: detectar
propiedades y verificarlas si se llega a expresar duda; formular la conjetura, es decir
expresar en términos matematicos y como un enunciado general lo que se ha descubierto; y
corroborarla, es decir, examinar si lo que se reporta en el antecedente es suficiente para
obtener como consecuencia las propiedades que se mencionan en el consecuente de la

conjetura y si el consecuente incluye todas las conclusiones posibles. Ademas, Camargo
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(2010) sefiala que las conjeturas deben expresarse de la forma si...entonces, formato propio
de un enunciado condicional y expresar en ella las condiciones exigidas en la construccién

y exploracion (antecedente) y el resultado de dichas condiciones (consecuente).

Justificacion. Este proceso tiene como proposito la construccion de una
justificacion de caracter deductivo que valide la conjetura formulada, es decir, la sustente
como verdadera dentro de un sistema tedrico de conocimiento. Las acciones propias de este
proceso son: seleccionar entre diferentes elementos conocidos, sean tedricos o empiricos,
los que podrian sustentar la afirmacion; organizarlos de manera deductiva y, finalmente,

formular la justificacion.

La visualizacion, exploracion y otras acciones heuristicas apoyan los procesos de
conjeturacion vy justificacion. De un lado, con el término exploracion se hace referencia a
una actividad experimental, relacionada con el uso de estrategias para buscar regularidades
en una figura que se puedan generalizar. En particular, Perry et al. (2013) usan la expresion
‘exploracion dinamica’, para referirse a aquellas exploraciones que se logran a partir de
transformaciones continuas de las representaciones de figuras geométricas: puede llevarse a
cabo tomando medidas, calculando o haciendo construcciones (auxiliares, para enriquecer
la figura; de referencia, para comparar; de casos, para llegar a un resultado por ensayo y
error), con la intencion de detectar invariantes. Finalmente, no puede haber actividad
demostrativa sin razonamiento que movilice las ideas y acciones y sin la argumentacién
asociada, razon por la cual estas acciones aparecen en el diagrama. Precisamente ellas son

las que enlazan un proceso con otro.
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2.3. La argumentacion y su relacion con la demostracion

Douek (1999) expone que a pesar de la distancia epistemoldgica y cognitiva entre la
argumentacion y la demostracion matematica formal, estas tienen aspectos en comudn, como
procesos y como productos. A propdsito de esto, Fiallo (2010) comenta que el estudio de
las relaciones entre argumentacion y demostracion se ha llevado a cabo desde diferentes
puntos de vista, los cuales estan relacionados con el significado que cada investigador le da
a cada uno de estos términos. Algunas investigaciones muestran la divergencia que existe
entre los procesos de argumentacion y de demostracion (Duval, 2007; Balacheff, 2000),
mientras que otras (Boero y otros, 1996, 2007; Douek, 2003, Pedemonte, 2002, 2007) han
resaltado la estrecha relacion entre estos dos procesos y han propuesto la hipotesis de que la
argumentacion previa a una demostracion puede resultar Gtil para la construccion de esta.

Este trabajo de investigacion comparte esta Ultima hipétesis.

Pedemonte (2007) sefiala que las diferencias entre conjetura y teorema pueden ayudar a
distinguir las relaciones entre argumentacion y demostracion. Para Mariotti (citada por
Pedemonte 2007) un teorema es un esquema ternario compuesto por una afirmacién, una
demostracion y una teoria matematica (sistema de principios y reglas); esa teoria
matematica permite la construccién de una demostracion, de manera que la afirmacion sea
validada. Por otro lado, la conjetura estd también compuesta por tres elementos: una
afirmacion, una argumentacion y un sistema de concepciones (Pedemonte, 2007); el
argumento esta relacionado con la conjetura si contribuye en su construccién o en su

justificacion.

42



Referentes Tedricos

En la educacion matematica no existe una definicion comdn de argumentacion, sefiala
Pedemonte (2007), a pesar de que se trata de una de las actividades mas recurrentes en la
clase. Es importante entonces antes de proceder, establecer lo que se puede considerar por
argumentacion. El Diccionario de la Real Academia Espafiola considera que el argumento
es “el razonamiento que se emplea para probar o demostrar una proposicion, o bien para
convencer a otro de aquello que se afirma o se niega”; y por argumentacion entiende que es
la “accion de probar o poner argumentos”. De otro lado, en la retdrica antigua, la
argumentacion era vista como un discurso para convencer a los demas (D”Amore, 2006).
Para Perelman (1997) la argumentacion es la forma de convencer a un determinado
auditorio mediante criterios racionales. Balacheff (1987) entiende por argumentacién
cualquier discurso destinado a obtener el consentimiento del interlocutor sobre una
afirmacion. Asi mismo, Boero, Douek y Ferrari (2002) definen la argumentacion tanto para
el proceso que produce un discurso logicamente conectado (pero no necesariamente
deductivo), asi como para su producto, es decir, una argumentacién consiste en
"argumentos” l6gicamente conectados. Bajo la concepcion que se enmarca este trabajo, la
argumentacion es admitida como la formulacion de argumentos (enunciados de estructura
ternaria con relaciones particulares, datos y conclusion, y una general, garantia) para apoyar

una idea (Perry, Samper, Camargo y Molina, 2013).

Ahora bien, la necesidad de hablar de argumentacion en matematicas, sefiala Fiallo (2010),

se deriva de la necesidad de caracterizar los procesos no demostrativos desarrollados

durante la resolucion de un problema, tales como los procesos de exploracion,
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descubrimiento y construccion de una conjetura. Los procesos de justificacion de un

enunciado no se convierten siempre en una demostracion.

2.4. Modelo de Toulmin

En la literatura educativa el modelo de Toulmin se ha utilizado tanto para el analisis y la
documentacién de argumentos como para estudiar el progreso del aprendizaje en el salon
de clases (Fiallo, 2010). En este trabajo, este modelo se utiliza para comparar y analizar la
estructura de las argumentaciones presentadas por un grupo de estudiantes cuando realizan

actividad demostrativa.

2.4.1. Estructura de un argumento

Toulmin (2007) considera que las argumentaciones cotidianas no siguen el clasico modelo
riguroso del silogismo y crea uno adecuado para analizar cualquier tipo de argumentacion
en el marco de los discursos sociales: conversacion, periddico, television, radio, prensa
escrita, entrevista, interaccion docente alumno, médico-paciente, abogado-cliente.
Considera que un “argumento” es una estructura compleja de datos que involucra un
movimiento que parte de una evidencia y llega al establecimiento de una asercion. El
movimiento de la evidencia a la asercién es la mayor prueba de que la linea argumental se

ha realizado con efectividad. La garantia permite la conexion.

De Gamboa (2009) indica como el esquema propuesto por Toulmin proporciona una

herramienta valiosa para analizar la argumentacion de los estudiantes desde una perspectiva
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formal; incluso Pedemonte (2007) muestra cdmo este modelo permite comparar la

estructura de un argumento y la estructura del correspondiente paso en la demostracion.

En particular, el modelo de Toulmin, seguin Sarda y Sanmarti (2000) se basa en un esquema

de argumentacion, compuesto por:

Datos: evidencias, hechos, informaciones o ejemplos, utilizados para justificar y validar
la asercion.

Asercion: el enunciado conclusion.

Garantia: razones (reglas, principios,...) que conecta los datos con la asercion, es decir,
indica como la asercion se obtiene de los datos.

Calificadores modales: aportan comentarios implicitos (quiza, probablemente, algunas
veces, la mayoria, etc.) de la justificacion; son la fuerza que la justificacion confiere a la
argumentacion.

Soporte: respaldos que permiten asegurar la justificacion.

Refutadores: aportan comentarios implicitos, sefialando las circunstancias en que las

justificaciones no son ciertas.

La figura 2.3 muestra los elementos del modelo Toulmin en un posible argumento al

problema 10 de la Actividad 1 (Ver anexo 1). En el cual se pregunta las posibles posiciones

de un punto Q que no pertenece al CD de tal manera que su distancia a cada extremo del

segmento sea igual.
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Figura 2.3 Esquema de un argumento en el modelo Toulmin

Cualificador Refutador

-~

[ Depende de donde se ubique @ ] Excepto en el punto medio de CD
porque hace parte del segmento

Datos ’ Asercion

Q punto exterior a CD ‘ ‘ @ debe estar en cualqui-:r}

parte de la mediatriz

Garantia

[ Hecho geométrico mediatriz ]

Soporte

‘ Definicién de mediatriz ‘

2.4.2. Andlisis estructural por medio del modelo de Toulmin

La conexidn logica entre los enunciados en una argumentacién, aduce Pedemonte (2007),

difiere de la conexion Idgica en una demostracién. Cada paso de una demostracion puede

ser descrito como un paso deductivo, pero la estructura de la argumentacién no siempre

obedece a una estructura deductiva, sino que puede estar compuesta de pasos de diferente

naturaleza, tales como pasos abductivos o0 pasos inductivos.

Pedemonte (citada por Fiallo, 2010) menciona tres tipos de argumentacion:
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Argumentacion deductiva: tiene la misma forma que la demostracion deductiva
pero con algunos aspectos diferentes. La demostracion deductiva utiliza los objetos de
manera formal, recurriendo a una teoria matematica; en cambio, la argumentacion
deductiva puede utilizar el lenguaje natural y puede no estar apoyada por una teoria
matematica. Por ende, es aceptado el hecho de que las deducciones puedan ser falsas. En un
paso deductivo en el modelo Toulmin, la asercion se deduce a partir de los datos y la

garantia, elementos determinados de antemano.

Argumentacion inductiva: a diferencia de la deduccion que parte de lo general para
concluir casos especificos, el proceso inductivo parte de la observacién o de la recoleccion
de ciertos hechos o datos para concluir una regla. La induccién conduce a la construccién
de nuevos conocimientos, a partir de la observacion de casos particulares que se
generalizan en un conjunto de casos. Los datos recogidos o los hechos observados se
comparan el uno con el otro con el fin de determinar sus relaciones mutuas para poder
abstraer una regla general. Algunas de las herramientas de la induccion son la

generalizacion, la particularizacion y la analogia.

Argumentacion abductiva: En la abduccién, se empieza por una conclusién y se
procede a derivar las condiciones que podrian hacer a esta conclusion valida. En otras
palabras, se trata de encontrar las mejores 0 mas plausibles explicaciones para el ensamble
de los hechos dados, en otras palabras, la busqueda de los datos. En el modelo Toulmin, un
argumento es abductivo si teniendo la asercion, se buscan posibles garantias y se formulan

posibles datos de acuerdo a ello.
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2.5. Acciones del profesor

Se estudia el rol del profesor especificamente en torno al favorecimiento o no de la
argumentacion en los estudiantes. Samper, Camargo y Perry (2006) sefialan que la
actividad demostrativa en el aula no surge de manera autbnoma, por lo que es necesario que
el profesor lleve a cabo acciones que propicien un ambiente adecuado. Es decir, los
profesores tienen una doble responsabilidad, apoyar a los estudiantes en el desarrollo de la
actividad demostrativa y generar experiencias de aprendizaje que lleven a los estudiantes a

argumentar.

Samper et al (2006) organizan una serie de acciones en cuatro grupos, segun el objetivo de
cada una, y las definen. A continuacién se exponen las principales ideas que los

investigadores establecen:

= EIl grupo A contiene las acciones que apuntan a la creacion o consolidaciéon de
condiciones para constituir una comunidad de practica (comunidad formada por los
estudiantes y profesor, donde el profesor tiene condicion de miembro de esa comunidad
como el representante de la disciplina de las matematicas). Estas acciones tienen como
objetivo generar un ambiente de clase donde prime la indagacion, la comunicacion, el
trabajo colaborativo, caracteristicas fundamentales para desarrollar la argumentacion. Aqui
se pueden encontrar acciones tales como: dar informacién relativa al funcionamiento de la
clase, controlar el cumplimiento de normas, gestionar actividades que se dan
simultaneamente, hacer comentarios pertinentes para el curso, flexibilizar normas de

trabajo, proporcionar espacio de reflexién, informarse sobre las acciones realizadas por el
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estudiante, informarse sobre los resultados geométricos obtenidos, sugerir exploracion con

geometria dindmica y aceptar el uso de geometria dinamica como medio de validacion.

= EIl grupo B se conforma de las acciones que contribuyen a iniciar, desarrollar y/o
consolidar una practica discursiva. Es decir, con estas acciones el profesor busca
involucrar al estudiante en los acontecimientos matematicos de la clase, usando las ideas
del estudiante para ampliar el tema, para corregir errores, a la vez que esté introduciendo el
objeto matematico de estudio de la clase. Ejemplos de estas acciones son: reaccionar con
aclaracion o precision, aprovechar la intervencion del estudiante, concretar el resultado
logrado hasta el momento, institucionalizar el saber, reaccionar de manera lacénica,
explicar o corregir el error, parafrasear aporte del estudiante, aprobar aporte del estudiante,

repreguntar y aceptar la correccién que le hace un estudiante.

= Enel grupo C se incluyen las acciones que se ocupan directamente de la formacion
de miembros activos de la comunidad de practica de indagacién matematica. Estas acciones
tienen como propodsito que los estudiantes expresen claramente sus ideas, escuchen
criticamente las de sus compafieros para argumentar si las aceptan o no, y justifiquen sus
propias ideas. Dentro de esta se pueden distinguir las siguientes acciones: incentivar la
intervencion de los estudiantes, responsabilizar a los estudiantes, incentivar discusion entre
estudiantes, buscar o rescatar aportes del estudiante, exigir aclaracion o precision, exigir

justificacién e indagar.

= En el grupo D se caracterizan acciones con las que el profesor, en calidad de
experto local, aporta directamente elementos de la matematica misma para la construccion
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del saber de la comunidad. En estas acciones el profesor provee informacion sobre como se
hace matematicas, qué es matematicas, o para que el saber matematico que se esta tratando
en clase evolucione, provea sugerencias o exponga parte del contenido. Las acciones aqui
presentes son: hacer referencia a asuntos previos de la geometria o de otras areas de
matematicas, hacer modificaciones al sistema axiomatico propuesto en el libro, establecer
el foco de atencion en el que se centrara la discusion o la tarea a realizar, hacer comentarios
relativos al sistema axiomatico o a la demostracion, proveer sugerencia, problematizar la
situacion, exigir identificacion de hipdtesis y tesis de un teorema y proveer justificacion o

informacion.

A continuacién se presentan las definiciones, propuestas por Samper et al (2006), de las
acciones escogidas porque se ve tienen relacion, con la intencion detras de la propuesta de

ensefianza que es propiciar la argumentacion.

Acciones del Grupo A

= Proporciona espacio de reflexion: El profesor realiza esta accion cuando le
permite a un estudiante presentar su justificacion, dejando que elabore sus ideas y dé cuenta
de lo realizado; o cuando en la clase se destina un tiempo para realizar una determinada
tarea. Como intenciones de esta accion se encuentran: respetar el tiempo que necesitan 1os
estudiantes para madurar sus ideas y establecer las condiciones que necesita un estudiante

para dar cuenta de su proceso en la solucién de una tarea.
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= Sugiere exploracion con geometria dinamica: EIl profesor propone el uso de la
geometria dinamica para la realizacion de tareas que requieren la formulacion y validacion

de conjeturas, 0 como recurso de validacion.

= Acepta el uso de geometria dinamica como medio de validacion: El profesor
acepta el uso de la geometria dinamica como medio para validar las conjeturas, como

soporte para los argumentos y como herramienta de mediacion en la comunicacion.

Acciones del Grupo B

= Reacciona con aclaracion o precision: Esta accion se da cuando un estudiante
comunica sus ideas frente al grupo o al profesor y el profesor aclara las afirmaciones del
estudiante. Son intenciones de esta accion: diferenciar situaciones que pueden parecer la
misma para el estudiante, ayudar al argumento que esta elaborando un estudiante, mostrar
la diferencia entre lo que se tiene y lo que el estudiante supone en su argumento, afiadir

informacién a la discusién, enfocar la atencion en el camino seguido y exigir precision.

= Aprovecha intervencion del estudiante: El profesor aprovecha la intervencion del
estudiante para completar o concluir una idea, hacer una pregunta o proponer una tarea al
grupo. En esta accion se observan distintas intenciones: exigir sustentacion de afirmaciones
hechas, medir el grado de acuerdo a los estudiantes con una propuesta hecha por un
compafiero, abrir una nueva discusion o posibles caminos para una justificacion, sefialar

puntos problematicos, hacer avanzar el dialogo y no dejar pasar afirmaciones erroneas.
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= Concreta el resultado logrado hasta el momento: El profesor sintetiza la idea
matematica que se ha elaborado hasta el momento, sin necesidad de sacar aun conclusiones
definitivas o institucionalizar el saber. Lo hace para enfocar la atencion en lo que han

hecho, favorecer la comprension de lo que se ha hecho y como se ha hecho.

= [Institucionaliza el saber: Esta accion se presenta luego de terminada la tarea con la
que se pretende el acercamiento a un concepto, proceso o idea matematica, se establecen
definiciones, hechos matematicos, justificaciones de estos o algoritmos. Se busca con esta
accion: favorecer la comprension de los estudiantes, rescatar los resultados obtenidos y dar

crédito al aporte del estudiante.

= Reacciona de manera laconica: Esto se refiere a cuando el profesor responde con
comentarios breves o simplemente asintiendo o rechazando la respuesta de un estudiante.
Las intenciones asociadas a esta accion son: indicar que hay un error o lo que se ha dicho
no es Gtil para el tema en discusidn, indicar acuerdo, acatar la norma de no dar al estudiante

mas de lo necesario.

= Declara, indica, explica o corrige el error: El profesor reacciona explicando cual
es el error, porque lo que se dice “no es correcto” y cual seria la forma acertada de expresar
lo dicho. Se identifican como intenciones: favorecer la comprensiéon de los estudiantes,

mostrar la no aplicabilidad del aporte y no dejar pasar afirmaciones erroneas.

= Aprueba aporte del estudiante: Esta accion tiene lugar cuando el profesor ratifica
o rectifica el aporte del estudiante. Se caracterizan dos intenciones: incentivar la

participacion y fundamentar lo que el profesor hace o dice a continuacion.

52



Referentes Tedricos

= Repregunta: Cuando el profesor se percata de que los estudiantes no responden su
pregunta o la respuesta es insuficiente, la replantea para generar claridad y buscar la
intervencion del estudiante. Reenfocar la atencion en el punto de discusion y sugerir

revision de lo dicho o hecho, son las intenciones de esta accion.

Acciones del Grupo C

» Incentiva discusion entre estudiantes: En casos en que el profesor advierta
diferentes puntos de vista entre los estudiantes, éste induce la discusién entre ellos. Con el
fin de poder abrir un espacio para explicitar y defender posiciones distintas o involucrar en

la discusion aportes de los estudiantes.

= Busca o0 rescata aporte del estudiante: Esta accion se da cuando el profesor
recupera aportes valiosos de la intervencion de un estudiante. El fin de esta accién es
utilizar los aportes de los estudiantes, incluso de los que se expresan timidamente o no

intervienen oportunamente.

= Exige aclaracion o precision: En esta accion el profesor se percata de un aporte
confuso de un estudiante, o que esta mal elaborado. Aqui no se incluyen casos en que se
pide justificacion o profundizacion. Las dos intenciones asociadas a esta accion son:

entender lo que el estudiante esta expresando y favorecer buena comunicacion.

= Exige justificacion: Esta accion se da cuando el profesor pide las razones que

sustentan los enunciados construidos, realiza preguntas que permitan establecer el valor de

53



Referentes Tedricos

verdad del enunciado y apunta a que los estudiantes se remitan al sistema teorico
construido. Detras de esta accion identifican dos intenciones: procurar que la norma de
justificar se convierta en una practica regular y animar a los estudiantes para que haya

produccidn propia de justificacion.

= Indaga: Cuando el profesor reacciona al aporte de un estudiante, formulandole
preguntas que lo conlleven a mejorar su argumento o para ampliar o profundizar el
contenido de su intervencion. O bien si el profesor observa que al estudiante no se le ocurre
qué decir o qué hacer para resolver la tarea propuesta, le da alguna informacion al respecto
y a continuacion le hace una nueva pregunta. Las intenciones detrds de esta accion son:
comprender lo que el estudiante hizo o dijo, sugerir al estudiante que haga una revision de

lo dicho o hecho y favorecer la comprension del estudiante

Acciones del Grupo D

= Establece el foco de atencion en el que se centrara la discusién o la tarea a
realizar: En el momento en que el profesor centra la atencion sobre un asunto especifico de
la tarea a solucionar. Se identifica como intenciones: mostrar importancia de condiciones
incluidas en una afirmacion, abrir un espacio para la actividad demostrativa, organizar el
hilo conductor de la discusion y resaltar la importancia de un elemento en el desarrollo de

la discusion.

= Hace comentarios relativos al sistema axiomatico o a la demostracion: El
profesor dialoga con sus estudiantes, por ejemplo sobre el proceso de una demostracion,

por qué hay que introducir cambios al sistema axiomatico desarrollado, o0 como encontrar

54



Referentes Tedricos

un camino diferente para realizar una demostracion. Dos intenciones de esta accion:
favorecer una comprension global de los procesos realizados cuando hay una actividad
matematica genuina enfocada principalmente hacia la construccion de un sistema
axiomatico y dar pautas sobre como se trabaja en matematicas dentro de un sistema

axiomatico.

= Problematiza situacion: El profesor sugiere preguntas o hace comentarios
relacionados con los respectivos objetos geométricos, con el objetivo de ampliar o precisar
la conceptualizacion que se tiene de ellos. Detras de esta accién de problematizar los
enunciados se reconocen tres intenciones: estudiar el porqué de lo mencionado, favorecer la

comprension e inducir la reconsideracion de la situacion.

= Provee justificacion o informacién: Cuando el profesor se percata de que los
estudiantes no logran el resultado esperado, que estan lejos de una posible solucién éptima,
él da la justificacion o la informacion buscada. Esta accidn tiene como intenciones: concluir
una idea que se venia discutiendo, aclarar informacion que no se habia percibido en lo

dicho y aportar a la construccidn del sistema axiomatico.
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“Si supiese lo que estoy haciendo, no le llamaria investigacion, verdad?”

Albert Einstein

Esta investigacion se aborda bajo el paradigma de investigacion cualitativa, en tanto se trata
de acceder al estudio de la argumentacion de los estudiantes en el contexto mismo en que
sucede: el aula de clase, en particular en la clase de geometria, cuando se usa un software
de geometria dindmica. En este sentido, se enmarca en los pardmetros que establecen
Denzin y Lincoln (2000) cuando afirman que el objetivo de la investigacion cualitativa es
identificar la naturaleza de las realidades, su estructura, aquella que da razén plena del
comportamiento, estudiando la realidad en su contexto natural, tal y como sucede,
intentando dar interpretacion a los fendmenos de acuerdo con los significados que tienen

para las personas implicadas.

Asimismo, el estudio se plantea siguiendo un disefio que se aproxima a un experimento de
ensefianza. Un experimento de ensefianza contempla, segin Gravemeijer y Simon (citados

por Callejo, Valls y Llinares, 2007) tres fases: la primera incluye el disefio y planeacion de
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la propuesta, que comprende la definicidn de los objetivos de aprendizaje delimitando las
metas a alcanzar y el disefio de tareas; la segunda fase hace relacion a la implementacion
en el aula de las tareas disefiadas; y finalmente la tercera fase, contiene el analisis, donde el
equipo docente o investigador, observa y analiza la experiencia, apoyandose en el analisis

y en las referencias tedricas sobre las cuales fue construida la propuesta.

Significa entonces, que esta investigacion puede ser entendida como un experimento de
ensefianza, pues se realizd el estudio en tres etapas (analogas a las citadas en el parrafo
anterior): la primera centrada en la elaboracion de la propuesta de ensefianza; la segunda
fue la implementacidn de esta en el aula con un grupo de estudiantes de octavo grado; y la
tercera consistio en el analisis de los resultados obtenidos, de un lado caracterizando los
argumentos bajo el modelo Toulmin, y de otro, las acciones que desarrolla el profesor con

el animo de favorecer la produccion de argumentos, usando las categorias de analisis
propuestas por el grupo £ -G. Ademas, el método de la investigacion es el estudio de

casos, ya que solo se analiza la produccion de un grupo reducido de estudiantes cuando

resuelven un problema.

Para el desarrollo de la propuesta en el aula, se retoman aspectos caracteristicos de la
aproximacion metodoldgica planteada por el grupo “£-G. En primer lugar, las soluciones

que los estudiantes dan a los problemas geométricos que les plantea el profesor son la
fuente principal para proveer elementos que contribuyen al analisis de las actividades
propuestas. En segundo lugar, la interaccion entre profesor y estudiantes o entre

estudiantes, es la manera adecuada de favorecer la actividad demostrativa y de apoyar el
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aprendizaje individual. En tercer lugar, el uso de un software de geometria dinamica Cabri,
es un medio para viabilizar la participacion de los estudiantes; este recurso les proporciona
un entorno en el cual se propicie la exploracion, la comunicacion y la validacion (Camargo,

2010).

De otro lado, el proceso de analisis se llevo a cabo en dos fases: la caracterizacion de los
argumentos y la identificacion de las acciones del maestro que podrian favorecer la
argumentacion de los estudiantes, teniendo en cuenta dos de los objetivos especificos de la
investigacion. En el caso de la caracterizacion de los argumentos se utiliza un conjunto de
categorias, unas tomadas del marco teorico y las otras emergentes que surgieron luego de
observar con detalle los resultados de la propuesta de ensefianza. Y de otro lado estan las
acciones del maestro, que como se menciond en el marco teorico, fueron seleccionadas
segun la intencionalidad del estudio, de las propuestas por Samper et al. (2006) por ser las
que parecian mas pertinentes para la situacion a analizar, ya sea porque debieron suceder o
porque habria sido bueno que sucedieran. Se analizard un episodio de la entrevista final de
cada equipo, para describir con ellas la gestion del profesor para propiciar la argumentacién

de los estudiantes.

3.1. Formas de recoleccion de datos

Teniendo en cuenta los objetivos de la investigacion y el tipo de experimentacion que es en
un contexto normal de un salon de clases, con un cronograma establecido
institucionalmente y un buen nimero de estudiantes, era necesario tratar de obtener la
mayor cantidad posible de informacion de los estudiantes. Por estas razones se filmé y se
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tomaron fotos de algunos momentos de la sesiones, y se grabé en audio y video cuando los
estudiantes estaban resolviendo la tarea final. Asi mismo, cada equipo de estudiantes

guardd en una carpeta sus repuestas a las tareas y los apuntes de cada sesion.

Las grabaciones de audio y video se usaron para construir las transcripciones de la
interaccion entre los estudiantes. Las transcripciones fueron claves para la realizacion del
estudio de los argumentos de los estudiantes. Asi mismo, las hojas de trabajo de los
estudiantes, en donde consignaban sus respuestas a las actividades de la propuesta de
ensefianza y de la tarea final, las cuales se escaneaban después de cada una de las sesiones,
sirvieron como soporte para las transcripciones de los videos o de las grabaciones de audio,
cuando los estudiantes se referian a lo escrito en sus hojas de trabajo o a lo visualizado en el

computador.

3.2. Descripcion de la poblacion

El desarrollo de la unidad didactica se llevo a cabo con los 43 estudiantes del curso 8°A del
Colegio Cooperativo “San Antonio de Prado” de la ciudad de Medellin, en el segundo
periodo académico del afio 2013, entre el 6 de mayo y el 16 de agosto. No obstante, debido
a que no se alcanzé a desarrollar la propuesta en este tiempo, fue necesario solicitar algunas
clases del tercer periodo. Inicialmente se hizo un proceso de acercamiento a la tematica
propia del curso, conceptos basicos de geometria euclidiana y teoremas relacionados con la
congruencia de triangulos, apoyado por el uso del software de geometria dinamica Cabri; a
la vez que aprendian geometria se iban familiarizando con la funcion de las diferentes
herramientas de este software. Cada sesion, de una hora cincuenta minutos, se desarrollé en
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el aula de clase. Los estudiantes trabajaron en equipos colaborativos; cada grupo contaba
con el apoyo de un portéatil (propiedad de uno de los miembros del equipo) el cual tenia
instalado el programa Cabri, y trabajaron orientados a través de lo propuesto en cada

actividad.

Posteriormente, en el mes de septiembre, se trabajé con solo tres grupos de estudiantes, los
cuales fueron citados en jornada extra clase para llevar a cabo la tarea final; el equipo A
conformado por tres estudiantes’: Ximena, Laura y Valentina; el equipo B por 4
estudiantes: Juliana, Sofia, Julio y Camilo, y el equipo C por 2 estudiantes: Marcos y Ana
Maria. Los estudiantes fueron seleccionados teniendo en cuenta que habian sido los méas
participativos durante el desarrollo de la propuesta de ensefianza o que habian mostrado
mucha motivacion con el trabajo realizado en el transcurso del periodo, asi mismo,
atendiendo a su disposicidn horaria. De igual forma, para estas sesiones de trabajo, se conto
con computadores portatiles con el software Cabri, realizando registros fotograficos y
filmaciones. No obstante, semanas después se vio la necesidad de citar de nuevo a los tres
equipos para hacerles una entrevista, con el fin de aclarar cuestiones acerca del trabajo
realizado anteriormente, ya que los registros tomados y las respuestas consignadas por los

estudiantes no fueron, en algunos casos, suficientemente claros para el analisis.

3.3. El papel de la profesora y del investigador

Debido a que el investigador no era el profesor titular del curso, fue necesario llegar a un

acuerdo con la maestra encargada del mismo. Es por ello que el investigador tomo el rol a

1 Los nombres fueron cambiados para proteger la identidad de los estudiantes
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la vez de maestro, siendo él quien dirigia el trabajo en las diferentes sesiones. La maestra
adopt6 una posicion de observadora activa y colaboradora del investigador en el registro
fotografico y de video; ademas, en las tareas de asesoramiento y orientacién a los
estudiantes, interactuaba continuamente con los diferentes equipos haciéndoles preguntas,
colaborando al mismo tiempo con la disciplina y con el llamado a la buena disposicion de

los estudiantes.

El investigador-profesor, conté todo el tiempo con computador portatil con acceso a
internet, al programa Cabri, a la actividad orientadora de cada sesion y a un Video Beam el
cual sirvid para proyectar ejemplos, soluciones de un equipo en particular, aclarar términos
propios de la geometria o del manejo del programa Cabri. Interactud todo el tiempo con los
estudiantes, poniendo en consideracion de todo el grupo el resultado de la exploracion y/o

descubrimientos de los diferentes equipos, aprobando o desaprobando segun el caso.

3.4. Propuesta de ensefianza

La propuesta de ensefianza incluye siete actividades (ver Anexo 1) las cuales fueron
desarrolladas en nueve sesiones de clase, asi como de tres tareas (ver Anexo 2) propuestas a
los estudiantes para ser trabajadas por fuera de clase. La intencion fue trabajar bajo el
enfoque de actividad demostrativa y ensefiar los contenidos de geometria propios del curso,
a la vez que los estudiantes aprendian a manejar el software Cabri. Es extenso el contenido
geométrico gque abarcO la propuesta, por lo que aqui no se hace una exposicion exhaustiva
de este. La figura 3.1 presenta un mapa conceptual (construccion propia) que muestra de
forma sucinta los temas, conceptos y relaciones mas importantes presentadas en las tareas
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de la propuesta de ensefianza, para indicar el conocimiento que se esperaba tenian los
estudiantes y que necesitaban para abordar la Ultima actividad. Se aclara ademas, que en
cada sesion se entreg6 a cada equipo de estudiantes los hechos geomeétricos, definiciones
y/o postulados (ver Anexo 3) trabajados en la sesion previa, con el fin de constituir un
sistema tedrico reducido y local, para que ellos hicieran uso de él en cualquier momento de
la clase. Cada una de las tareas fue elaborada con antelacion a la fecha de su aplicacion: la

tabla 3.1 muestra el cronograma de ejecucion y la descripcion de las diferentes tareas.

Es necesario aclarar algunos términos que se usan para referirse a partes de la propuesta de
ensefianza. En este trabajo se entiende por actividad al conjunto de ejercicios, tareas y
problemas disefiados para ser resueltos por los estudiantes en cada sesion de clase y que
guardan caracteristicas o propositos comunes; un ejercicio es la solicitud de realizar
acciones que el estudiante puede y sabe cémo hacer, entre ellas: construcciones en Cabri o
en papel, o aplicaciones directas de lo tratado en clase; las tareas son ejercicios para
desarrollar por fuera de la sesion de clase, para reforzar tematicas especificas; y los
problemas son situaciones amarrados a un contexto especifico de la matematica misma o
del entorno cercano al estudiante que no sugieren ni la respuesta ni cémo proceder, como

establecer conjeturas o justificarlas.
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Figura 3.1 Mapa conceptual sobre contenido geométrico
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SESION

1

FECHA

Mayo 24

Junio 6

CRONOGRAMA DE ACTIVIDADES

ACTIVIDAD
Actividad 1

Exposicion de normas de clase y conformacion de equipos de
trabajo.

Ejercicios 1, 2, 3, 4, y 5. Exploracién de la funcion arrastre y
peculiaridades de objetos geométricos, en particular para determinar
cuando se puede arrastrar un punto libremente en el plano y cuando

no se puede hacer.
Ejercicio 6. Construccién y definicion del objeto segmento.

Problemas 7, 8, 9, 10 y 11. Exploracion de las posiciones de un

punto en un segmento, para descubrir el objeto punto medio.

Problema 12. Solucion de un problema e introduccién de formato

para reportar los procesos de construccion y exploracion.

Actividad 2

Ejercicios 1, 2 y 3. Representacion del objeto rayo en Cabri,
encontrando diferencias con los objetos segmento y recta, para

plantear la definicion del mismo.

Ejercicios 4, 5 y 6. Construcciones para explorar particularidades
del objeto rayo: numero de rayos gque pasan por un punto, rayos
determinados por diferentes puntos y rayos con un mismo extremo;
justificando sus respuestas con ilustraciones y usando el arrastre.
Ejercicios 7 y 8. Trabajo con definiciones. De un lado, utilizar la
definicion de rayo para sefialar figuras que cumplan con las
condiciones dadas; y de otro, establecer la definicion de angulo para
nombrar diferentes angulos de una figura.

Problemas 9 y 10. Exploracion de la herramienta medida en un
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3

4

Julio 9

Julio 18

angulo, para descubrir el objeto bisectriz.

Ejercicio 11. Utilizar figuras para reconocer la bisectriz, y favorecer
la justificacion.

Ejercicio 12. Construccion de la definicion de bisectriz, a partir de

lo descubierto en Cabri.

Actividad 3

Ejercicio 1. Construccion de diferentes rectas, para descubrir las
diferentes posiciones de dos rectas: paralela y perpendicular.
Ejercicio 2. Formulacién de la definicion de rectas paralelas y de
rectas perpendiculares.

Ejercicio 3, 4 y 5. Exploracion de la perpendicularidad de dos rectas
y justificacion de regularidades.

Problema 6. Exploracion del hecho geométrico de la mediatriz, a
partir de un problema particular, donde ademas de explicitar los
procesos de construccién y exploracion, se incluye la generalizacion
de regularidades, para plantear posibles conjeturas. Manejo del
esquema condicional, si... entonces, para formular conjeturas.

Tarea 1. Exploracion del objeto mediatriz.

Actividad 4

Ejercicio 1. Determinacidn, a partir de una figura, de propiedades de
los objetos geométricos trabajados en las actividades 1, 2 y 3,
apoyados con los hechos geométricos o definiciones.

Ejercicio 2. Utilizacion de la definicion de triangulo para
identificarlos entre figuras que lo son y que no lo son. Indicacién de
condiciones, de estas ultimas, que hacen falta para ser triangulo.
Problema 3. Formulacion de conjeturas asociadas a un problema
relacionado con el triangulo isésceles. Utilizacion del esquema: qué
construyeron, qué exploraron y qué descubrieron; asi como del
formato condicional, si... entonces, para formular conjeturas.

Problema 4. Utilizacién del esquema anterior: caracterizacion del
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5

6

7

8

9

10

Julio 30

Agosto 9

Agosto 21

Septiembre 3

Septiembre 17

Septiembre 24

triangulo isdsceles.
Tarea 2. Problemas relacionados con el tridangulo isosceles, para

afianzar la justificacion.

Actividad 5

Problema 1. Establecimiento del criterio de congruencia de
triangulos Lado-Lado-Lado, a partir de construcciones en Cabri,
exploracién de regularidades, justificacion de respuestas Yy

formulacién de conjeturas.
Actividad 5

Problema 2. Determinacion de que Angulo-Angulo-Angulo no es
criterio de congruencia de triangulos, apoyado en exploracion de
construcciones.

Problema 3. Establecimiento de criterio de congruencia de
triangulos Lado-Angulo-Lado, a partir de construcciones en Cabri,
exploracién de regularidades, justificacion de respuestas Yy
formulacion de conjeturas.

Actividad 5

Problema 4. Establecimiento de criterios de congruencia de
triangulos Angulo-Lado-Angulo y Lado-Angulo-Angulo, a partir de
construcciones en Cabri, exploracion de regularidades, justificacion

de respuestas y formulacion de conjeturas.

Tarea 3. Problemas para afianzar la demostracion. Socializacién y
discusion colectiva.

Actividad 6

Desarrollo de ejercicios asociados a los criterios de congruencia de

triangulos.

Tarea final. Problemas asociados con establecimiento de
regularidades de objetos geométricos, de manera que se promueva

la argumentacion. Participan los tres equipos A, By C.
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11 Octubre 28 Entrevista. Equipo B.

12 Noviembre 6  Entrevista. Equipo Ay C.

Tabla 3.1 Cronograma de actividades
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4, Analisis y resultados

“Si supiese lo que estoy haciendo, no le llamaria investigacion, ¢ verdad?”
Albert Einstein

4.1. Caracterizacion de argumentos

Para esta fase del anélisis se recurrié al modelo de Toulmin presentado en el marco tedrico.
Los argumentos que fueron caracterizados hacen parte de la tarea final en la cual
participaron tres equipos de estudiantes, los cuales fueron citados en horario extraclase para
ello; se analizaron los argumentos de cada equipo en la tarea propuesta, a partir de unas
categorias particulares en relacién a: la forma como se estructura el argumento, a la
estructura del argumento y a la naturaleza de la garantia. La primera es resultado del marco

teorico y las otras son emergentes, luego de la aplicacion de la propuesta de ensefianza.

A continuacion se define cada categoria y se ejemplifica con producciones de los

estudiantes o con ellas modificadas para ilustrarlas.
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4.1.1. En relacion a la forma como se estructura el argumento

Dentro de esta categoria se mencionan tres tipos de argumentos, que como se dijo antes
surgen del marco tedrico. Un argumento en relacién a su estructura puede catalogarse

como: deductivo, inductivo o abductivo.

= Argumento deductivo: A partir de datos y usando la garantia se formula la asercion

Figura 4.1 Ejemplo Argumento deductivo

6el ejercicio 2 de la tarea 3 (ver Anexo2) se propone demostrar la siguieh

afirmacion: Si AC biseca al ZDAB y al £DCB, entonces ¢es A ACD =A ACB? Un

estudiante propone lo siguiente

f_éb(,i porgue T 'hehen )Q_S _ miSmaS med'dos) SUS anau‘ob ot
iQU[Jk’Sﬂ 4‘€nm _Un__ maSmO

Es claro que el estudiante utiliza los datos, AC bisectriz de 2DAB y «DCB, porque
menciona que los angulos son “iguales” y a su vez toma de la figura al AC como lado

comun; establece como garantia el criterio de congruencia de triangulos Angulo- Lado-
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Angulo; aunque no formula explicitamente la asercion A ACD =A ACB; esta esta implicita

cuando responde si a la pregunta.

= Argumento inductivo: Teniendo varios ejemplos en los que a partir de los datos se

evidencia la asercion, se formula una regla.

Figura 4.2 Ejemplo Argumento inductivo

@n el ejercicio 2g de la Actividad 5, (ver Anexo 1) los estudiantes debian explorar Ios\
diferentes tridngulos que construyeron en Cabri, con algunas de las piezas (lados y
angulos) de un triangulo, encontrar regularidades y plantear conjeturas. Un equipo
plantea lo siguiente.

on (ongwen’% ¢ikone@y Gw,[

/

$ilot 3 angolod de do fnsaguer S
tnonguios '?m O ks

o

La conjetura, la cual se puede considerar como una regla, que en efecto no es valida, la
proponen a partir de los triangulos que construyeron. Es decir, los estudiantes estarian
usando como datos varios ejemplos de triangulos que tienen entre si angulos
correspondientes congruentes en los que parece que evidencian una propiedad, la
congruencia de triangulos, que seria la asercion, y formulan una posible garantia aunque no

sea valida, criterio de congruencia Angulo-Angulo-Angulo.

= Argumento abductivo: A partir de la asercién y teniendo en cuenta posibles

garantias se formulan posibles datos.
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Figura 4.3 Ejemplo Argumento abductivo

@n la tarea 6 de la Actividad 3 (ver Anexo 1) los estudiantes debian decidir si Ih
posiciones propuestas por Pedro y Juana para el arbol satisfacen la equidistancia a la
fuente y a la banca, condicién exigida por el disefiador de jardines. Un grupo de

estudiantes presenta lo que sigue.

L d S
v ~ \
LT l T r8a ge ge b mema dgtanceo &) ol

K r..\ Tee = QAar en la enedhati(tl /

El argumento que se entrevé detras de su afirmacion es: la misma distancia del &rbol a la

fuente y a la banca debe ser igual (asercion); sabemos que cuando un punto estd en la
mediatriz del segmento se cumple esa propiedad (posible regla), por tanto el arbol debe

estar en esa mediatriz, (datos).

4.1.2. En relacion a la estructura del argumento

Luego de la implementacion de la propuesta de ensefianza se observa que un argumento
puede ser analizado si cumple con los tres elementos del modelo Toulmin, diferenciando

asi el argumento incompleto y el argumento completo.

= Argumento incompleto: No se expresa explicitamente alguno de los tres elementos

principales de un argumento.
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Figura 4.4 Ejemplo Argumento incompleto

@ el ejercicio 1 de la tarea 1 (ver Anexo 2) se propone: Sea m la mediatriz de AB h
una recta perpendicular al AB que contiene al punto medio de AB. Justifique por qué

[ y m son la misma recta. Lo que sigue corresponde a la respuesta dada por un

estudiante.

M y 1. =on la misma reck pov que
M e< la mediatviz ol seamerﬂ-o Y L

una Yecra pex wevlar qunp\mh)
isma tecrd /

El anterior puede catalogarse como un argumento incompleto porque el estudiante no dice
explicitamente cual es la garantia, la cual deberia ser la definicion de mediatriz; menciona
los datos, m es la mediatriz del AB y [ una recta perpendicular al AB que contiene su

punto medio, y formula como asercién: [ y m son la misma recta.

= Argumento completo: Se mencionan los tres elementos basicos de un argumento:

datos, garantia y asercion.
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Figura 4.5 Ejemplo Argumento completo

@ el ejercicio 10 de la Actividad 2, (ver Anexo 1) se les pidi6 a los estudianth

construir el £RST y encontrar su medida. Luego debian marcar un punto Q en el

interior del angulo, trazar el ?d y encontrar la medida del £RSQ y del £QST ;Qué

relacion encuentran entre las medidas de los dos angulos al mover al SQ? Un equipo

presenta la respuesta dada a continuacion.

eses dos aw jolos tiewen «Nzci\&as Lduoles a\ 3 esx\uv

M \c« M\\a cio.\ YY\MQV AW u\o

S wmovemos e\
"o e\ 33 w o\mju\o awm\a 4 o¥vo
A pesar de no ser un argumento completo, porque no se indican los datos, 2RST, Q en el

dsmmmne.

interior del angulo, ﬁ 2RSQ y 2QST; solo se menciona la asercion, los ZRSQ y QST
tienen medidas iguales, y la garantia no se explicita. No obstante, los estudiantes hubieran
podido valerse de la definicion de bisectriz y mencionar los antecedentes para asi formular

un argumento que si seria completo.

4.1.3. En relacion a la naturaleza de la garantia o asercion

En esta categoria se diferencian los argumentos tomando como referencia bien sea la
garantia o la asercion. Se distinguen: el argumento visual, el argumento legitimo y el

argumento no legitimo.
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= Argumento visual: La garantia es lo que evidencian en la representacion ya sea en

el computador o en papel.

Figura 4.6 Ejemplo Argumento visual

ﬂel ejercicio 2 de la tarea 3 (ver Anexo 2) se propone demostrar la siguieh

afirmacion: Si AC biseca al ZDAB y al 2DCB, entonces ,es A ACD =A ACB? La

siguiente es la solucién de un estudiante.

Qﬁsm‘"‘ Si, et A acg es
feode m gwee €\ o
A pec Y A hpc

-~
= Con <l A ACB'

I S« Quene coudut euve <)
Soo conearen& , y Al repl

CBOB TR v ADeok ed
© c o lo oo 2o Clax % cnam")

e
P Oe e los TRAARGU O ) 30D CONEOLNAMG

& e e %

El estudiante menciona los datos, AC bisectriz de 2DAB'Yy «DCB, pero basa su asercion

en lo que observa de la figura al hacer referencia a “medir el tridngulo se puede ver”.
Cuando menciona la clase de Cabri, se esta refiriendo al ejercicio realizado para descubrir

cuando los triangulos son congruentes.

= Argumento no legitimo: La garantia es una afirmacion que no es elemento del

sistema tedrico conformado en clase, o la garantia no relaciona los datos con la asercion, o

la asercidn no es consecuencia de los datos.
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Figura 4.7 Ejemplo Argumento no legitimo

@el ejercicio 2 de la tarea 1 (ver Anexo 2) se propone: Sea m la mediatriz de ER

un punto de m y T el punto medio de AB. Justifique por qué 2PTA es recto. La

siguiente es la solucion dada por un estudiante.

O «% MWE U DU COIyO:

PuT Bow P Jocewion e [N %0 M (acomar $e

€l Seonmo K \n [ReEn SR QUE €S LD fRCad Refennco\ag.
MeOWNTLY DL 10 HIEWME YA & DUEDAN

K v Luco  evtee \a RS /

La forma como el estudiante consigna su argumento, asumiendo que entiende que en la

columna Qué uso se debe colocar la garantia de su argumento, muestra que es un
argumento no legitimo; claramente la definicion de angulo no relaciona los datos con la
asercion. Sin embargo, lo que consigna en la tercera columna son dos argumentos
incompletos, deductivos y legitimos. El primero tiene como datos que la recta m es
mediatriz y como asercion que m es una recta perpendicular; no menciona la garantia que
seria la definiciobn de mediatriz. ElI segundo argumento tiene como datos que m es
perpendicular, aunque sin hacer mencion explicita a esto, y la asercion es que se determina

un angulo recto. No menciona como garantia la definicion de rectas perpendiculares.

= Argumento legitimo: La asercion es consecuencia de los datos y la garantia si

relaciona datos y asercion.
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Figura 4.8 Ejemplo Argumento legitimo

ﬁel ejercicio 2 de la tarea 3 (ver Anexo2) se propone demostrar la siguien}

afirmacion: Si AC biseca al ZDAB y al 2DCB, entonces ¢es A ACD =A ACB? Un

estudiante propone lo siguiente

.ﬁ‘s.ﬁ',i Forqoe -}'eﬂt’n )0_5 m\SmO.S m¢‘8|d05) SQS anauh} <0}
iQuu,’C_"SA Henan _un_mismo

Es un argumento legitimo completo deductivo pues la asercion, A ACD =A ACB, es
consecuencia de los datos, la congruencia de los angulos DAC y BAC asi como de los
angulos DCA y BCA “‘sus angulos son iguales”, propiedad reflexiva de la congruencia del
segmento que comparten “tienen un mismo lado” y la garantia es el criterio Angulo-Lado-
Angulo. Sin embargo, si se analiza con cuidado lo que escribe el estudiante, se podria
entrever que anteriormente debié construir un argumento incompleto deductivo legitimo
que no menciona, pues realmente debid partir de los datos dados: el AC biseca al ZDAB 'y
al £DCB, usar como garantia la definicion de bisectriz para concluir que £DAC = 2BACYy

que £DCA = «BCA.
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4.2. Analisis de los argumentos en la tarea final

A continuacion se muestran los argumentos producidos por cada equipo de estudiantes,
como respuesta a las preguntas planteadas en la tarea final y su respectivo andlisis. La tarea
estuvo dividida en dos sesiones; en la primera no era necesario el uso del software Cabri,
aungue los estudiantes habrian podido utilizarlo y en la segunda parte el ejercicio planteado
exigia el uso del software Cabri. Se aclara que se analizaron las respuestas escritas cuando
ellas tenian sentido. De lo contrario, se analiza la transcripcién del video o lo que
respondieron en la entrevista. Antes de mostrar el analisis, se incluyen las respuestas

esperadas al ejercicio planteado.

Sesion 1

En la primer tarea se les pregunt6 a los estudiantes: decida si la respuesta a la pregunta es
SI, NO o NO SE PUEDE SABER. Si la respuesta es SI o NO, justifique porque lo es. Si la
respuesta es NO SE PUEDE SABER, indique las condiciones que harian que la respuesta

fuera SI.

PREGUNTA 1A

Sean BA y BC opuestos. Sea T un punto que no pertenece a la AB. (Es 2TBA = +TBC?
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RESPUESTA ESPERADA

Posible construccion en Cabri o en papel.

IT T
1211°/ 58,9° - T
T < N
" A B C
T
Figura 1

No se puede saber si £ZTBA = £TBC, porque no se sabe donde esta el punto T'; por ejemplo

en la figura £ZTBA = 121°y «TBC = 58,9, £TBA % «TBC. Para que los angulos fueran
congruentes, T deberia ser un punto de la recta perpendicular a AB que contienea B, TB L

AB; asi, ambos angulos tendrian una medida de 90°, siendo congruentes. En este caso hay

infinitas posiciones para T puede ser cualquier punto de la recta descrita.

RESPUESTA (ENTREVISTA) EQUIPO A

[...] Profesor: ;Qué responderian entonces? ¢ Unas veces si unas veces no es congruente?
Valentina: Todo depende de como esté ubicado el angulo.

Ximena: Depende de donde se ubique el punto T. O sea si esta en el centro quedan
perpendiculares y quedan congruentes. De resto no.

Argumento 1

Datos: T en el centro.

Cualificador: Depende de donde se ubique el punto T
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Garantia: No hay.

Asercion: Los segmentos son perpendiculares.

Argumento 2

Datos: Segmentos perpendiculares [Implicito].

Garantia: No hay.

Asercion: Los angulos son congruentes.

Tipo de argumento: Argumento 1 deductivo incompleto legitimo, Argumento 2 deductivo
incompleto legitimo.

Ambos argumentos son deductivos, en tanto cada uno parte de unos datos, de un lado, T
“en el centro” y en el segundo segmentos perpendiculares, para establecer la asercion que
es los segmentos son perpendiculares en el primer argumento y los angulos son congruentes
en el otro. Es incompleto pues la garantia no se hace explicita en ninguno de los dos

argumentos. Es legitimo porque la asercion y los datos estan relacionados.

RESPUESTA (ENTREVISTA) EQUIPO B

[...] Profesor: Entonces, ¢donde tendrian que ubicar ese punto? ¢Donde lo pondrias tu?
[Dirigiéndose a Juliana].

Julio: Abajito del B.

Camilo: En cualquier parte.

Juliana: [Realiza el dibujo].
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Figura 2

T T
[...] Profesor: ¢Es entonces verdadero qué 2TBA=2TBC?

Julio: Yo creo que no, porque uno no sabe donde esta el punto T.

Datos: T un punto que no pertenece a la AB.
Cualificador: No se sabe donde esta T.
Garantia: [Parece ser] visual.

Asercion: No son congruentes los angulos.

Tipo de argumento: Argumento deductivo incompleto visual.

El argumento es deductivo pues parte de unos datos, T un punto que no pertenece a la AB
pues asi los representan. Parece que toman su decision basados en la representacion que
han hecho pero no hacen referencia a ello; por esto no se considera que haya garantia, y por

tanto es incompleto. Formulan una asercion, los &ngulos no son congruentes.

RESPUESTA (TRANSCRPICION VIDEO) EQUIPO C

Marcos: Entonces T, ponga un punto por aqui [le indica a Ana Maria, un punto por fuera
de ambos rayos] entonces £TBA y «£TBC [construye ambos angulos].
Ana Maria: Si... [En relacion a la posicion de los puntos].
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Marcos: No, no son congruentes. Mira este punto [T] puede ser por aqui o por aca [sefiala
varias posiciones] Es decir no pueden ser congruentes.

Datos: T no esta en la AB Yy rayos opuestos.

Garantia: [Parece ser] visual.

Asercion: Los &ngulos no son congruentes.

Tipo de argumento: Argumento deductivo completo visual.

Se refiere a un argumento completo porque tiene los tres elementos basicos de un
argumento. De caracter deductivo, parten de los datos, T un punto que no pertenece a la
AB, BAyBC rayos opuestos, utilizan una garantia, aparentemente visual y formulan una
asercion, los angulos no son congruentes. En este caso, se considera que la garantia es

visual porque construyen los angulos y luego sefialan las diferentes posiciones de T.

PREGUNTA 1B

Sea [ la mediatriz del XY y P un punto de L. ¢Es PX = PY?

RESPUESTA ESPERADA

Posible construccion en Cabri o en papel.

Figura 3
P
4,26 cm 4,26 cm
X Y
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Las distancias PX y PY si son iguales pues P es un punto perteneciente a la mediatriz, y el
hecho geometrico de la mediatriz: la mediatriz es el conjunto de puntos que equidista a los

extremos del segmento, garantiza dicha igualdad.

RESPUESTA EQUIPO A

Sh €8 leme, por que €8 on pofic pedieneciedte
d o tedaine '

Datos: P un punto de la mediatriz [.

Garantia: [No se sabe si se esta haciendo alusion a la definicion o al hecho geométrico].
Asercion: Los segmentos son congruentes.

Tipo de argumento: Argumento deductivo incompleto legitimo.

En este argumento no hay claridad sobre el uso de una regla, de manera que seria
incompleto por la falta de la garantia. Es deductivo, ya que los estudiantes parten de unos
datos, P un punto de la mediatriz [ y formulan una asercién: los segmentos son

congruentes.

RESPUESTA EQUIPO B

3\ Qc‘l'{CiU-Qa. Sv e\ gunko ¢ ?kaﬁnqcﬁ_ @ L qi=
es \dg A Qd\mﬁ\f \2 d.\ &m\{ \G‘n ckw'\s oW Bﬁew ol
\er  mMas el et do

Datos: I la mediatriz del XY y P un punto de L.
Garantia: Si es mediatriz entonces da la division.
Asercion: Los segmentos tendrian la misma medida.

Tipo de argumento: Argumento deductivo completo legitimo.
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El argumento es deductivo porque los estudiantes parten de unos datos, [ mediatriz del XY
y P un punto de [ e indican como asercion igualdad de medida. Como no era claro lo que
querian decir al mencionar “dar la division tendran la misma medida”, se procedio a la
entrevista. A continuacion un apartado de esta.

Profesor: [...] ¢A cual division se refieren?

Juliana: A la division que genera el punto medio.
Por ende los estudiantes estan pensando en el punto medio, luego el argumento seria
legitimo para este caso. De otro lado podria hablarse de un argumento no legitimo pues P
puede ser cualquier punto de la mediatriz. Seria completo puesto que tiene los tres

elementos basicos de un argumento.

RESPUESTA EQUIPO C
61} Pm%oe el ﬁm'&ﬂ f eﬁd Pri ’u meJ-o‘f‘“? [.

Datos: [ la mediatriz del XY y P un punto de L.

Garantia: No queda claridad si se esta usando la definicién.

Asercion: Los segmentos son congruentes.

Tipo de argumento: Argumento deductivo incompleto legitimo.

El anterior es un argumento deductivo, pues los estudiantes utilizan datos, [ mediatriz del
XY y P un punto de [, y formulan una asercion, los segmentos son congruentes. Pero como

no especifican la garantia se convierte en incompleto.
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PREGUNTA 1C

N es el punto medio del TS. ;Es NT > NS?

RESPUESTA ESPERADA

Posible construccion en Cabri o en papel

Figura 4

3,41 cm 3,41 cm

T N S

La longitud NT no puede ser mayor que la longitud NS, porque si N es el punto medio, la

definicién de punto medio asegura la la equidistanciade N aT y S.

RESPUESTA EQUIPO A

Ve TRe Aue el e\ TUTRO o,

Datos: N es el punto medio del TS.

Garantia: No hay.

Asercion: NT no es mayor que NS.

Tipo de argumento: Argumento deductivo incompleto legitimo.

Aunque en este argumento pareciera que se hace uso de la definicion, no esta explicita la
garantia: por ende seria incompleto. Ademas es deductivo, se utilizan los datos,

N punto medio del TS, y se formula la asercion, NT no es mayor que NS.
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RESPUESTA EQUIPO B

hO ?ﬂ‘fC{JQ & ewluewniyo aw E\ wﬂ&tu a'KQ. 553

Datos: N es el punto medio de TS.

Garantia: No hay garantia.

Asercion: NT no es mayor que NS.

Tipo de argumento: Argumento deductivo incompleto legitimo.

Este equipo no menciona la garantia explicitamente, por ende es un argumento incompleto,
pero dan indicios de que estan usando la definicion de punto medio, al decir “se encuentra
en el medio”. Es deductivo porque utilizan los datos, N punto medio del TS, y formulan la

asercion NT no es mayor que NS.

RESPUESTA EQUIPO C

lbi porgue U ey el r()u-i'o medo, oxa que NT = Ris.

Datos: N es el punto medio de TS

Garantia: No hay garantia

Asercion: NT no es mayor que NS

Tipo de argumento: Argumento deductivo incompleto legitimo.

En este argumento la garantia no es explicita, luego es incompleto; pero a diferencia de los
equipos anteriores, este equipo es méas explicito. Presentan una consecuencia de la asercion,
NT = NS, que podria considerarse como de otro argumento. El punto medio de un
segmento asegura la igualdad entre los segmentos que este origina y no la congruencia de

los segmentos que determina. Para ese argumento los datos que no se han dado, es la
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equidistancia a los extremos del segmento, la garantia es la definicion de congruencia. El
primero es deductivo legitimo, pues relaciona datos, N punto medio de TS, y asercion, NT

no es mayor que NS.

PREGUNTA 1D

Dos de los lados de un triangulo son congruentes a dos lados de otro triangulo. Ademas un

angulo del primer tridngulo es congruente a un angulo del segundo tridngulo. ¢Son

congruentes los triangulos?

RESPUESTA ESPERADA

Posible construccion en Cabri o en papel

Figura 5
4,18 cm
D E
C A8 cm
4.82 cm
418 ¢ 3,85 cm 56,3 °

56,3
A 4,82 cm B

Como se puede observar en la figura, en los triangulos A ACB y A DEF se tiene que AC =
DE,AB =DF y «B = £F, pero BC % EF. Luego los triangulos no serian congruentes. De
otro lado, el hecho de que dos lados de un tridngulo sean congruentes a dos lados de otro

triangulo, y que estos dos triangulos tengan un angulo congruente, no es suficiente para que

86



Analisis y Resultados

ambos triangulos sean congruentes, pues el angulo debe estar incluido entre los dos lados.

Asi se cumpliria el criterio de congruencia Lado-Angulo-Lado.

RESPUESTA EQUIPO A

\ r
Sy, Pox e o Aee  comPle 2| cideno de
(bﬁ%(uew:m L L AaM

Datos: Dos lados y un angulo de un triangulo son congruentes a dos lados y un angulo de
otro tridngulo.

Garantia: Criterio de congruencia Lado - Lado — Angulo [No es un criterio de congruencia
de triangulos].

Asercion: Los dos triangulos son congruentes.

Tipo de argumento: Argumento deductivo completo no legitimo.

El anterior es un argumento completo pues contiene los tres elementos basicos de un
argumento; deductivo, ya que los estudiantes utilizan los datos, dos lados y un angulo de un
triangulo son congruentes a dos lados y un angulo de otro tridngulo; plantean una garantia,
en este caso no legitima pues no es un criterio valido. No obstante, en la entrevista los
estudiantes se percatan de la no legitimidad de su garantia:

Profesor: [...] ¢{Lado-Lado-Angulo es criterio de congruencia?

Ximena: Si.

Profesor: ¢Cuales criterios de congruencia conocen?

Valentina: [Busca en la carpeta] Lado-Angulo-Lado, Lado-Lado-Lado, Angulo-Lado-
Angulo y Lado-Angulo-Angulo.

Laura: Ese no es un criterio de congruencia entonces. Nos confundimos.
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Ximena: Se formaria Lado-Angulo-Lado.
Profesor: ¢(Ddnde se ponga el angulo se cumple ese criterio?
Ximena: Si... jAh, no! [...] Hay que tener cuidado en donde se ubica el angulo

congruente.

RESPUESTA EQUIPO B

S opetoue, S les dos \ados g\g a\m\oos \w:m u\os

hevew  uwney mMismad secidet  enkoncos \es \'wc:-mc:',y\r::;;

Sow Cmncd‘mewlﬂﬁs. | W/

Datos: Dos lados de un tridngulo son congruentes a los de otro triangulo.

Garantia: Criterio Lado-Lado [implicito].

Asercion: Los dos triangulos son congruentes.

Tipo de argumento: Argumento deductivo completo no legitimo.

En este argumento, los estudiantes solo se valen de uno de los datos, la congruencia de los

lados, para plantear la asercion: la congruencia de los tridngulos. Por ende, seria deductivo,

pero incompleto, pues no proveen la garantia; ademas no puede ser considerado legitimo

pues en este caso el criterio Lado-Lado que ellos parecen usar como garantia, no es valido.
RESPUESTA EQUIPO C

o -‘:1*5":"5-’10! 3 Son Cantjrumjrel RIgse Yenen doy lador wjﬁl‘“ g
On Cfn. o en c{{mﬂﬁJ po lo et el ot Yado J‘,ﬂMt‘!lé’n ey

Ccrﬁfvan"‘c {on el dcl‘ ado ﬁg&,\‘-j;}m

Argumento 1
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Datos: Dos lados y un angulo de un triangulo son congruentes a dos lados y un angulo de
otro triangulo.

Garantia: No esta explicita.

Asercion: El otro lado de cada triangulo es congruente.

Argumento 2

Datos: Tres lados de un tridngulo congruentes a tres lados del otro.

Garantia: No se menciona.

Asercion: Los tridangulos son congruentes.

Tipo de argumento: Argumento 1 deductivo incompleto no legitimo y Argumento 2
deductivo incompleto legitimo.

Los dos argumentos son deductivos e incompletos porque no mencionan la garantia. El
primero no es legitimo porque la garantia implicita es que teniendo dos lados de cada
triangulo respectivamente congruentes el tercer lado tiene que ser congruente, la cual es
falsa. El segundo es legitimo pues parece que estan considerando como garantia el criterio

Lado-Lado-Lado.

Sesion 2

En la segunda parte de la actividad, se presentd a los estudiantes un problema, el cual debia
ser resuelto con geometria dindmica. Es un problema en el cual tienen que completar los
datos para asegurar que se dé la asercién. Es decir, se esta invitando a los estudiantes que

formulen argumentos abductivos.
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El problema solicitaba la siguiente construccion el 2B y la bisectriz BX de este. Sea P un

punto fijo de la bisectriz, A y C puntos cualesquiera en lados diferentes del angulo.
a. ¢Cuéando es minima la distancia de P a A? Escriba su conjetura

b. ¢Es posible que la distancia minima de P a A sea mayor que la distancia minima de P a

C? Escriba su conjetura. Justifique su respuesta.

RESPUESTA ESPERADA 2A

Posible construccién.

Figura 6

C
Si BP es la bisectriz del B, A'y C puntos en los lados del 2B, y PA L AB, entonces la
distancia entre P y A es minima.

RESPUESTA (TRANSCRIPCION VIDEO) EQUIPO A

[...] Profesor: ;Qué construyeron?

Estudiantes: Muestran la representacion en la pantalla.
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Figura 7
A
2,05cm
B P
C

Profesor: Ok. Entonces ¢cuando sera minima esa distancia? ¢ Dénde debe estar el punto A?
Laura: Cuando esta asi [indica con su mano perpendicularidad].

Profesor: ¢Sera que si?

Laura: [Lee] ¢(Cuéndo es minima la distancia de P a A? Cuando se cruzan...

Ximena: Pues cuando este segmento [sefiala AP] es perpendicular a este otro [sefiala AB].
Datos: BX bisectriz de 2B, P un punto de la bisectriz, A y C puntos en lados diferentes del
angulo, AP L AB.

Garantia: Visual.

Asercion: La distancia AP es minima.

Tipo de argumento: Argumento abductivo completo visual.

En el proceso de plantear la conjetura, los estudiantes formulan un argumento de carécter
abductivo, pues usan los datos para construir un ejemplo y con el arrastre encuentran la
condicion faltante, en el que se evidencia la asercidn solicitada, la distancia minima se
encuentra cuando el AP es perpendicular al AB. La garantia es de naturaleza visual: si un
punto esta sobre la recta perpendicular a una dada entonces su distancia a un punto de la
recta es minima. Los estudiantes utilizan lo que ven en la pantalla del computador para
asegurar la validez de su asercion. De igual forma es completo, porque contiene los tres

elementos basicos de un argumento.
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RESPUESTA (TRANSCRIPCION VIDEO) EQUIPO B

Profesor: ;Encontraron la distancia minima?
Sofia: Si, cuando es recto.

Estudiantes: Muestran la representacion en la pantalla.

Figura 8

Profesor: ¢Quién es recto?

Sofia: El angulo A.

Datos: BX bisectriz de 2B, P un punto de la bisectriz, A y C puntos en lados diferentes del
angulo 2A.

Garantia: Visual.

Asercion: La distancia minima se encuentra cuando el angulo A es recto.

Tipo de argumento: Argumento abductivo completo visual.

En forma similar al argumento anterior, los estudiantes plantean un argumento abductivo,
pues encuentran la condicion que falta para que la distancia minima sea minima: cuando el

angulo A es recto. La garantia es visual, utilizando Cabri para asegurar la validez de su
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asercion. Igualmente es completo, porque contiene los tres elementos basicos de un

argumento.

RESPUESTA (TRANSCRIPCION VIDEO) EQUIPO C

Marcos: [Habia encontrado el punto A en el lado del angulo para el cual la distancia a P es
minima sin determinar qué propiedad especial tenia el segmento. El profesor le pregunté si
existia un punto correspondiente en el otro lado del angulo] Si y creo que van a ser iguales,
porque esta es la bisectriz. [Construye en Cabri al PC y arrastra el punto C hasta encontrar
el valor minimo, encontrando que el valor es igual al segmento anterior]. Entonces son
congruentes y debe haber alguna relacion entre los &ngulos, deben ser iguales [mide ZBAP
y £BCP, encuentra valores cercanos pero no iguales].

[...]

Profesor: ;Qué encontraron?

Estudiantes: Muestran la representacion en la pantalla.

B C

Figura 9

Profesor: ¢ Tienen angulos de 90°?

Marcos: Si, son rectos.

Profesor: ¢Y qué propiedad tienen los angulos de 90°?
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Marcos: [Revisa su carpeta percatandose de la perpendicularidad de los segmentos cuando
hay angulos de 90°] Ah, entonces PC es perpendicular con BC y PA con BA y esa es la
minima distancia.

Argumento 1

Datos: P es un punto de la bisectriz.

Garantia: No la da.

Asercion: Son congruentes los lados [PA 'y PC]

Argumento 2

Datos: Deben ser congruentes 2BAP Yy £BCP

Garantia: No da.

Asercidon: Son congruentes los lados.

Argumento 3

Datos: Angulos de medida 90°

Garantia: No la dan.

Asercidn: Los angulos son rectos.

Argumento 4

Datos: Los angulos son rectos.

Garantia: Definicion de segmentos perpendiculares (en las notas).

Asercion: PC es perpendicular con BC y PA con BA.

Argumento 5

Datos: BX bisectriz de 2B, P un punto de la bisectriz, A y C puntos en lados diferentes del
angulo, PC L BCy PA 1 BA.

Garantia: Visual.
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Asercion: BC y BA son la minima distancia.

Tipo de argumento: Argumento 1 deductivo incompleto no legitimo, Argumento 2
abductivo incompleto no legitimo, Argumento 3 deductivo completo legitimo, Argumento
4 deductivo completo legitimo y Argumento 5 inductivo completo visual.

A diferencia de los argumentos presentados por los equipos anteriores, este equipo presenta
dos argumentos abductivos. El primero en el momento en que se percatan de la igualdad de
la distancia minima y creen que es consecuencia de la congruencia de 2BAP y £BCP. El
segundo, cuando afiaden la perpendicularidad a las condiciones dadas para asegurar que la
minima distancia es consecuencia de todo ello. Ambos argumentos son incompletos pues
no presentan la garantia. En relacion a los argumentos deductivos, se observa que Marcos
se anticipa, logrando percatarse de que tanto la minima distancia de P a A como lade P a
C, se daran cuando estos segmentos son perpendiculares a cada lado del angulo; de estos
argumentos uno es incompleto y los otros dos completos. Y el Gltimo, es un argumento
inductivo, completo y visual: parten de una construccion que incluye los datos, encuentran
una asercion y se valen de lo que observan en la pantalla del computador para dar la

garantia.

RESPUESTA ESPERADA 2B

La distancia minima de P a A no puede ser mayor que la distancia minima de P a C. La

conjetura esperada es: Si P es un punto de la bisectriz de un angulo entonces su distancia

minima a los lados del angulo es igual.

95



Analisis y Resultados

Posible construccion

Figura 10

La justificacion esperada podria ser informal. Deben mencionar que, los tridngulos PBC y

PBA, son congruentes. Por tanto AP = CP por ser lados correspondientes. Podria ser

formal, como se presenta a continuacion.

Tabla 4.1 Demostracion esperada a la pregunta 2B

Qué sé Qué uso Qué concluyo
ﬁ bisectriz, P un punto de | Def. de bisectriz. Def. LABP = £CBP, BP
BX segmento.
BP 1 AByBP 1 BC Def. perpendicular £BCP y £BAP son rectos
ZBCPy £BAP sonrectos | Hecho geométrico angulos 2BCP = £BAP
rectos
BP Propiedad reflexiva BP = BP
£LABP = £CBP Criterio de congruencia A PBC =A PBA
BP = BP LAA
£LBCP = £BAP
A PBC =A PBA Def. Triangulos congruentes AP = CP
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RESPUESTA EQUIPO A
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Argumento 1

Datos: BX bisectriz de 2B, P un punto fijo de la bisectriz, A y C puntos cualesquiera en
lados diferentes del angulo, PAy PC.

Cualificador: Depende de donde se ubiquen los punto Ay C en el £B.

Garantia: Visual.

Asercion: La distancia minima PA es mayor que la distancia minima PC.

Argumento 2

Datos: P un punto cualquiera de la bisectriz del 2B.

Garantia: Visual.

Asercion: PA > PC.

Tipo de argumento: Argumento 1 inductivo completo visual y Argumento 2 inductivo
completo no legitimo.

En este caso los estudiantes se valieron de los datos para construir posibles ejemplos,
encontrando la asercion, una distancia es mayor que la otra, e incluyen un cualificador a los
datos, dependiendo de donde se ubiquen los puntos en el angulo. En el segundo argumento
no tuvieron en cuenta que el punto P era fijo, por ende la garantia que se suponia visual, no
relaciona los datos con la asercion. Por esto, no es legitimo el argumento. Ambos

argumentos son inductivos pues generalizan lo que han visto en la calculadora.
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RESPUESTA (TRANSCRIPCION VIDEO) EQUIPO B
Julio: No, porque cuando hay perpendiculares entonces son las mismas [las distancias]. No
puede haber ni distancia mayor ni distancia menor.
Sofia: Serian congruentes.
Julio: Las dos distancias siempre seran las mismas.
Argumento 1 (Julio)
Datos: BX bisectriz de 2B, P un punto fijo de la bisectriz, Ay C puntos en lados diferentes
del angulo, PA L ABy PC 1 CB.
Garantia: Visual.
Asercion: PA no puede ser ni mayor ni menor que PB.
Argumento 2 (Julio)
Datos: PA no puede ser ni mayor ni menor que PB.
Garantia: No la da.
Asercion: PA = PB
Cualificador: Siempre.
Argumento 3 (Sofia)
Datos: BX bisectriz de 2B, P un punto fijo de la bisectriz, A y C puntos en lados diferentes
del angulo, PA L ABy PC 1L CB
Garantia: No la da.
Asercion: PA = PB
Tipo de argumento: Argumento 1 deductivo completo visual, Argumento 2 deductivo

incompleto legitimo y Argumento 3 deductivo incompleto legitimo
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Se encuentran tres argumentos deductivos de dos estudiantes. EI primero de ellos tiene una
garantia visual. En los otros dos argumentos Julio y Sofia no explicitan su garantia, luego

serian incompletos. Es de notar que en el segundo argumento, los datos de Julio son la

asercion encontrada en el primer argumento.

RESPUESTA EQUIPO C
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Argumento 1

Datos: Bisectriz BX del ZABC
Garantia: Definicion de bisectriz.
Asercion: LABP = +CBP
Argumento 2

Datos: Minima distancia.
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Garantia: Visual.

Asercion: PA = PC

Argumento 3

Datos: P un punto fijo de la bisectriz BX

Garantia: Hecho geométrico [no se sabe a cudl se hace referencia].
Asercion: BP lado com(n £BAP = £BCP

Argumento 4

Datos: ZABP = +CBP, PA = PC y BP lado com(n 2BAP = ~BCP
Garantia: Criterio de congruencia Lado-Lado-Angulo.

Asercion: A ABP =A BPC

Argumento 5

Datos: BX bisectriz de 2B, P un punto de la bisectriz, A y C puntos en lados diferentes del
angulo.

Garantia: Si A BAP =A BCP entonces PA *» PC.

Asercion: La distancia minima PA no puede ser mayor que la distancia minima PC.

Tipo de argumento: Argumento 1 deductivo completo legitimo, Argumento 2 deductivo
completo visual, Argumento 3 deductivo incompleto no legitimo, Argumento 4 deductivo
completo no legitimo y Argumento 5 deductivo completo no legitimo.

Este equipo marca una diferencia, en relacion a los anteriores. Presentan una pequefia
demostracion en el esquema a tres columnas para asegurar la validez de su asercion. Es de
destacar que los estudiantes utilizan las aserciones encontradas en un paso de la
demostracion como datos en el siguiente paso, donde cada paso de la demostracion

corresponde a un argumento. Todos los argumentos son deductivos, pero hay unos
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legitimos y otros no. En el primero de ellos, los estudiantes se valen de la definicion de
bisectriz dada en las sesiones de clase para presentar su garantia, uniendo de manera
legitima los datos con la asercion; asi mismo, el argumento presentado en la justificacion
posterior a la demostracion, podria pensarse que es un argumento legitimo, pues
aparentemente los estudiantes se valen de la congruencia de triangulos encontrada en la
demostracion para plantear su asercion. No obstante, esa congruencia de tridngulos obedece
a un argumento no legitimo, pues no se utiliz6 un criterio valido dentro del sistema teorico
construido. El segundo argumento se construye a partir de lo observado en la pantalla del
computador, pero harian falta mas datos para poder llegar a la asercion presentada.
Ademas, la asercion de este argumento es consecuencia de lo que estan tratando de
demostrar: la congruencia de triangulos. Los dos ultimos argumentos son completos pero

no legitimos, la garantia que presentan no une los datos con la asercion.

A continuacién, se relacionan la cantidad de argumentos producidos de acuerdo a las

preguntas (Tabla 4.2) y a los equipos de estudiantes (Tabla 4.3).
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Tabla 4.2 Relacion de argumentos de acuerdo a la respectiva pregunta

Argumento P1A P1B P1C PI1D P2A P2B Total
Deductivo completo legitimo 1 2 1 4
Deductivo completo no legitimo 2 2 4
Deductivo completo visual 1 2 3
Deductivo incompleto no legitimo 1 1 1 3
Deductivo incompleto legitimo 2 2 3 1 2 10
Deductivo incompleto visual 1 1
Inductivo completo visual 1 1 2
Inductivo completo no legitimo 1 1
Abductivo incompleto no legitimo 1 1
Abductivo completo visual 2 2

102



Analisis y Resultados

Tabla 4.3 Relacion de argumentos segun las producciones de los equipos

Argumento EQUIPO A EQUIPO B EQUIPO C

Deductivo Completo legitimo 1 3
Deductivo Completo no legitimo 1 1 2
Deductivo Completo Visual 1 3
Deductivo Incompleto no legitimo 2
Deductivo Incompleto legitimo 4 3 3
Deductivo Incompleto Visual 1

Inductivo Completo visual 1 1
Inductivo completo no legitimo 1

Abductivo incompleto no legitimo 1
Abductivo completo visual 1 1

Total 8 8 15

4.3. Acciones del profesor

Esta parte se enfoca en el analisis de tres episodios de las entrevistas del profesor con los
tres equipos en la tarea final, una de cada equipo. Se usan como categorias de andlisis las
acciones mencionadas en el marco tedrico, para determinar cuando el profesor favorecio o
qué habria podido hacer el profesor para promover la argumentacion. Se aclara que se hace
uso del corchete para indicar el nimero de la intervencién del estudiante o del profesor, y

del paréntesis para sefialar la accion correspondiente.
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Tabla 4.4 Acciones como categorias de analisis

Acciones Grupo A

1
2
3

Proporciona espacios de reflexion

Sugiere exploracion con geometria dinamica

Acepta el uso de geometria dinamica como medio de validacion

Acciones Grupo B

4
5

10
11

Reacciona con aclaracion o precision
Aprovecha intervencion del estudiante
Concreta el resultado logrado hasta el momento
Institucionaliza el saber

Reacciona de manera laconica

Declara, indica o corrige el error

Aprueba aporte del estudiante

Repregunta

Acciones Grupo C

12
13
14
15
16

Incentiva discusion entre estudiantes
Busca o rescata aporte del estudiante
Exige aclaracion o precision

Exige justificacién

Indaga

Acciones Grupo D

17
18
19
20

Establece el foco de atencidn en el que se centrara la discusion
Hace comentarios relativos al sistema axiomatico
Problematiza situacién

Provee justificacion o informacién
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Tabla 4.5 Episodio de andlisis 1

ENTREVISTA PREGUNTA 1A -EQUIPO A ACCION
1. Profesor: Si hay dos rayos opuestos se presenta lo siguiente [llustra 14
la situacion].
A B : C

Y ahora ¢donde se puede poner el punto T?
2. Ximena: Por fuera de la recta.

3. Profesor: ¢Por fuera? ¢En donde? ¢Por aqui? [Sefiala un punto en 16

cualquier lugar]

4. Ximena: En cualquier parte.

5. Profesor: Ah, bueno. ¢Y se forman entonces dos angulos? 10, 13
6. Ximena: Si.
7. Profesor: [Representa un rayo cualesquiera que contiene al punto T 19

determinando asi dos angulos]. ¢Sera que esos angulos son congruentes?
8. Ximena: No.

9. Profesor: ;Donde tendria que ponerlo [el punto] para que los angulos 11

fueran congruentes?

10. Ximena: Por aca, en todo el centro. Que el punto quede en la

perpendicular.

11. Profesor: ¢Seria entonces la Unica forma? 10, 16
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12. Ximena: Si, seria el Unico caso.

13. Profesor: Ustedes respondieron: “no es congruente, porque TBC 17

estdan en una sola recta”.
14. Ximena y Laura: [Risas] Eso no tiene sentido.
15. Ximena: Lo redactamos mal.

16. Profesor: ¢;Qué responderian entonces? ¢Unas veces si unas veces 6

no es congruente?
17. Valentina: Todo depende de cémo este ubicado el angulo.

18. Ximena: Depende de donde se ubique el punto T. O sea si esta en el

centro quedan perpendiculares y quedan congruentes, de resto no.
19. Profesor: Ok. Entonces, ¢consideran qué fue error en la redaccion? 10

20. Ximena: Si, no tuvimos cuidado en la escritura.

En la intervencion [1] el profesor sitda a las estudiantes de nuevo en el problema que ya
habian resuelto con antelacion (17), intentando comprender lo que hicieron; el profesor
solicita aclaracion (14) al preguntar por la posicion de T. De otro lado en [3], el profesor
indaga (16) con las tres preguntas que hace para exigirle a Ximena mas precision; él habria
podido lograr que la estudiante produjera un argumento si hubiera pedido una explicacion
de su decision (15). Luego, el profesor en [5] a la vez que aprueba el aporte de Ximena
(10), busca con su pregunta que Ximena aporte mas informacion (13), para estar seguro de
que ella esté realmente pensando en el contexto del problema. Paso seguido, en [7] el
profesor se vale de una construccion que el mismo elabora para problematizar la situacion
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(19), enfocando la atencidn de las estudiantes en una situacion que posiblemente no tenian
en mente. No obstante en [9], al profesor le hizo falta exigirle a Ximena una justificacion
(15) y mayor precision (14), pues ella solo respondié con un no a la pregunta sobre la
congruencia de los angulos; se perdié una oportunidad para favorecer la argumentacion.
Por otro lado el profesor habria podido incentivar la discusion (8), preguntandole por
ejemplo a Laura o a Valentina si estaban de acuerdo con la respuesta de Ximena y porqué.
A continuacion en [11], el profesor aprovecha la intervencion (10) de Ximena para indagar
(16) sobre la posibilidad de encontrar otra posicion para que los angulos fueran
congruentes, pues ella ya habia manifestado que tenia que quedar sobre la
perpendicularidad. En [13] el profesor al recordarles la respuesta que habian dado en la
tarea final, establece el foco de lo que quiere tratar ahora (17). Ahora bien, luego de que las
estudiantes se dan cuenta en [14,15] que su solucién no responde a la pregunta, el profesor
[16] concreta el resultado logrado hasta el momento (6) a través de una pregunta,
quitandoles la oportunidad a las estudiantes de concretar lo que a través de esta entrevista
habian descubierto y posiblemente argumentar para justificar su respuesta. Aunque el
profesor no realiza acciones como exigir justificacion (15), incentivar la discusion (12),
Laura y Valentina dan respuesta al problema; asi mismo el profesor no exigid justificacion
(15) a lo que ellas respondieron, y por lo tanto las estudiantes no continuaron en su esfuerzo
de validar lo esperado. Finalmente, el profesor en [19] solamente aprueba los aportes (10)
de Ximena y Valentina, haciendo falta indagar (16) e incentivar ain mas la discusion (12)
entre las estudiantes, acerca de que causaba la congruencia de los dos angulos, dando otra

oportunidad para la construccion de argumentos. De igual forma, el profesor no termina
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esta parte de la entrevista concretando el hecho geométrico que se puso en juego para asi

institucionalizar (7) el conocimiento matematico.

Tabla 4.6 Episodio de analisis 2

ENTREVISTA PREGUNTA 1C - EQUIPO B ACCION
1. Profesor: [llustra la situacion] 17
T N S

Nos preguntan si NT > NS
2. Juliana: No, eso es falso.
3. Camilo: No. Son iguales.

4. Profesor: Ustedes escribieron: “No porque se encuentra en el punto medio 16

de TS" Bueno, y ;,qué es un punto medio?
5. Juliana: El que esta en la mitad.
6. Profesor: Si. Y por definicion ¢qué es un punto medio? 10, 16

7. Juliana: [La busca en el portafolio] Lee: El punto T es punto medio del SX,
si T esta entre los puntos Sy X, y la longitud del ST es igual a la longitud del

TX (Definicion dada en la sesion 1 Mayo 24 de 2013)

8. Profesor: Ah bueno, es bueno que cuando demos una respuesta 18

acompariarla de una justificacion.

9. Juliana: Entonces es mejor escribir que no porque es la misma distancia
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entre NT y NS.

El profesor en [1] inicia estableciendo el foco de atencion de los estudiantes (17) pues
ilustra la situacion dentro del cual se enmarcaba la pregunta, abriendo el espacio para que
inicie la discusion. A continuacion [4] indaga (16) en reaccion a lo que dicen Juliana y
Camilo; el profesor formula esta pregunta que de manera indirecta los invita a continuar
interviniendo para desarrollar mas su argumento y para revisar el contenido de su
intervencion. Sin embargo, el profesor no abri6é un espacio para poner en consideracion las
posibles diferentes posiciones de los miembros del equipo (12), de manera que
manifestaran su acuerdo o desacuerdo con Juliana. En [6] el profesor aprueba el aporte (10)
de Juliana, y continua indagando (16), ya que pregunta por la consecuencia de su
intervencion. En [8] el profesor realiza un comentario que da pautas sobre como se trabaja
en matematicas dentro de un sistema axiomatico (18), especificamente exigiéndoles a los
estudiantes a incluir la justificacion a cada una de sus respuestas. Pero deja de lado acciones
como: incentivar la discusion de los estudiantes (12) involucrando alin mas sus aportes en
la discusion, con el fin de que ademas de tener una buena comunicacion, sean capaces de
defender su posicion frente a sus compafieros; concretar el resultado logrado (6) donde los
estudiantes puedan enfocarse en el camino seguido, favoreciendo su comprension y exigir
justificacion (15). La norma de justificar se debe convertir en una practica regular para el

estudiante, para conseguir buenos argumentos.
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Tabla 4.7 Episodio de andlisis 3

ENTREVISTA DE LAPREGUNTA 1B - EQUIPO C

1. Profesor: Ustedes dijeron: si, porque el punto P esta en la mediatriz.
Pero eso ya lo sabiamos. ¢Qué significa que el punto P esté en la

mediatriz? ;Qué es la mediatriz?

2. Marcos: Es la que pasa por... la que corta al segmento en toda la

mitad.
3. Profesor: ¢Es una qué?
4. Marcos: Es una recta.

5. Profesor: El hecho de que esté en esa recta y como la mediatriz pasa

por el punto medio, entonces ¢,qué hace?
6. Marcos: Hace que los dos...

7. Profesor: [Después de un silencio prolongado]. ¢Qué pasard con

cualquier punto que se tome aqui? [llustra la situacion].
8. Marcos y Ana Maria: Siempre van a ser iguales.

9. Profesor: ¢Asi lo tome por aca [ubica un punto cualquiera en la

mediatriz] pasara lo mismo?

10. Marcos: Si.

11. Profesor: Eso es un hecho geométrico. Cualquier punto que se tome
en la mediatriz y se una con ambos extremos del segmento, hara que

€s0s segmentos tengan la misma distancia.

ACCION

16

14

20, 16

11

16

20
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En la intervencion [1] el profesor inicia la entrevista leyendo la respuesta que los
estudiantes habian dado a la pregunta en la tarea final e indagando (16) acerca del uso del
término mediatriz en su respuesta. La intencion del profesor en [3] es exigir aclaracion (14)
de manera que Marcos provea un discurso matematico claro, pero el profesor se quedo
corto en su exigencia de claridad al no solicitar que explicara lo que queria decir con la
palabra mitad. De nuevo en su intervencion [5], el profesor indaga (16) sobre cuél es el
efecto de que la recta sea una mediatriz, pero comete el error de interpretar lo que dijo
Marcos como si estuviera haciendo referencia al punto medio. Es decir, al introducir ese
término en su solicitud provee informacién (20) que posiblemente Marcos no habia
considerado. En [7] el profesor formula su solicitud de otra forma (11). Paso seguido, en [9]
el profesor indaga (16) a través de su propuesta de examinar lo que pasa con otro punto de
la misma recta. En la respuesta de Ana Maria y Marcos, no es claro a qué se estan
refiriendo, por lo tanto, el profesor debid haber exigido aclaracion (14). Tampoco exigié la
justificacién (15), cosa que los estudiantes deberian haber podido dar, pues tenian tanto el
hecho geométrico de la mediatriz como la definicion, ambos caminos para justificar la
respuesta. Finalmente, en [11] el profesor provee informacién (20), con la intencion de
institucionalizar (7) el saber matematico en cuestion, pero no exigio la justificacion (15) de
ese hecho geométrico, cosa que habrian podido construir los estudiantes, perdiendo asi otra

manera para incentivar la discusion (12) entre los estudiantes.

En las tablas 4.8, 4.9 y 4.10 se relacionan tanto las acciones realizadas, las no realizadas,
como las faltantes en los episodios descritos de cada equipo. En relacion a éstas ultimas,

cabria decir que aunque se conform6 un subconjunto de las acciones propuestas por el
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grupo -G como aquellas que podrian suceder, pero dentro de las entrevistas, muchas no

tenian cabida; es posible que en una clase si fueran posibles. El asterisco al final de la

accion, indica cuantas veces mas hubo reincidencia de la accion dentro del episodio

respectivo.

Tabla 4.8 Relacion de acciones equipo A

Acciones realizadas

(6) Concreta resultado

(10) Aprueba aporte del

estudiante **

(11) Repregunta

(13) Busca aporte del
estudiante

(14) Exige aclaracion o

precision

(16) Indaga *

(17) Establece foco de

atencioén

(19) Problematiza situacion

Equipo A
Acciones que debid realizar

(7) Institucionaliza

aclaracion

(13) Incentiva discusion **
(15) Exige justificacion ***

(16) Indaga

Acciones faltantes
(1) Proporciona espacio de
reflexion

(2) Sugiere exploracion con
GD

(3) Acepta el uso de GD
como medio de validacion
4) Reacciona con

aclaracion

(5) Aprovecha intervencion

del estudiante

(8) Reacciona de manera

laconica
(9) Indica el error

(20) Provee justificacién
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Tabla 4.9 Relacion de acciones equipo B

Acciones realizadas
(10) Aprueba aporte del
estudiante
(16) Indaga *

(17) Establece foco de
atencion

(18) Hace comentarios
relativos al sistema

axiomatico

Equipo B

Acciones que debio realizar

(6) Concreta resultado
(14) Exige aclaracion
precision *

(15) Exige justificacion

0

Acciones faltantes
(1) Proporciona espacio de
reflexion
(2) Sugiere exploracién con
GD
(3) Acepta el uso de GD

como medio de validaciéon

(4)Reacciona con aclaracién

(5)Aprovecha intervencion

del estudiante
(7) Institucionaliza

(8) Reacciona de manera

laconica

(9) Indica el error

(11) Repregunta

(12) Incentiva discusion

(13) Busca aporte del

estudiante

(17) Establece foco de

atencion.
(19) Problematiza situacion

(20) Provee justificacion
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Tabla 4.10 Relacién de acciones equipo C

Equipo C
Acciones realizadas Acciones que debio realizar
(7) Institucionaliza (12) Incentiva discusion *
(11) Repregunta (14) Exige aclaracion o
(14) Exige aclaracion o precision
precision (15) Exige justificacion **

(16) Indaga *

(20) Provee justificacion

Acciones faltantes
(1) Proporciona espacio de
reflexion
(2) Sugiere exploracién con
GD
(3) Acepta el uso de GD

como medio de validacion
(4)Reacciona con aclaracion
(6) Concreta resultado
(7)Aprovecha intervencion
del estudiante

(8) Reacciona de manera
laconica

(9) Indica el error

(10) Aprueba aporte del
estudiante

(13) Busca aporte del
estudiante

(17) Establece foco de
atencion.

(18) Hace  comentarios
relativos al sistema
axiomatico

(20) Problematiza situacion
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5. Conclusiones

“Los encantos de esta ciencia sublime, las matematicas, so6lo se le revelan a aquellos que
tienen el valor de profundizar en ella”

Carl Friedrich Gauss

5.1. Respecto a la geometria dinamica

El uso de sistemas de geometria dinamica, en particular Cabri, promueve un cambio en el
método de ensefianza y una nueva forma de aprendizaje, que puede resultar mas efectiva
que otras metodologias porque promueve la argumentacion. Los estudiantes, por medio de
la funcién arrastre, exploran los diferentes objetos y sus atributos; se valen de la
herramienta medida para encontrar posibles regularidades. Se emplea la geometria
dinamica dentro de unas actividades bien estructuradas, que apunten a la construccion del
conocimiento y favorezcan la argumentacion. No se considera un obstaculo el uso de este
software, porque los estudiantes ya estaban acostumbrados a manipular este tipo de
herramientas ya que durante tres meses, el aprendizaje del uso de Cabri fue paulatinamente
y en forma simultanea con la propuesta de ensefianza. Los estudiantes no solamente

aprendieron a usar las diferentes herramientas y funciones de Cabri sino que también
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aprendieron a interpretar la informacion que las figuras representadas con Cabri proveian

para identificar las propiedades geométricas de las figuras.

Al finalizar el afio lectivo 2013, la profesora titular del curso solicitd a los estudiantes
evaluar la experiencia de la cual habian hecho parte, de manera que comentaran sobre el
nivel de aprendizaje adquirido, situaciones que les hubieran podido resultar interesantes y
aspectos a mejorar. Las figuras 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 ilustran algunos de los comentarios de los
estudiantes.

(Los nombres fueron cambiados para proteger su identidad).

Figura 5.1 A propdsito de la geometria dinAmica: Marcos
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Figura 5.4 A proposito de la geometria dinamica: Evelyn

-~

e Susto Doy goe apien d\ o5 Cobas \\
oelosS. On Yo vam© Sue  OS Pode Q‘QA‘**
Co N GiRoves  Talks ) QAG oo exfer\mne V\\QN&%
Nowas TS Ac clase  Poccio Poe
X aMmas o= Labwan \:\%C\AQ Qees

Co (ewPiiad oV
N | /
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En general, los estudiantes manifiestan como las clases con Cabri fueron ademés de
interesantes, didacticas, divertidas, novedosas y salidas de lo comun. Se sorprenden del
hecho de poder manipular los objetos geométricos de una manera facil, y de como este
software se convierte para ellos en una nueva forma de construir el conocimiento, situacion
a la que se enfrentaban por primera vez. Es importante sefialar igualmente, que los
estudiantes sienten que al tiempo que se familiarizaban con el manejo del software
aprendian conceptos geometricos; Cabri se volvio util para el aprendizaje: el artefacto se
convierte en instrumento de aprendizaje (Perry, Samper, Molina, Camargo y Echeverry,

2013).
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Asi como se solicitd a los estudiantes, se le pidié a la profesora titular del curso que
comentara sobre la metodologia usada, ya que estuvo presente durante el desarrollo del
experimento de ensefianza. La figura 5.5 contiene su punto vista. Ella resalta que se logro
que el estudiante sintiera motivacion y ganas de aprender, situacion muchas veces no facil
de lograr; comenta que gracias a la utilizacion de Cabri se pudo hacer un buen

acercamiento al contenido propio del curso: una aproximacion al aprendizaje significativo.

Figura 5.5 A propdsito de la geometria dinAmica: Profesora titular
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En concordancia con lo anterior, la clase de geometria deberia estar mediada por el uso de
computadores. Cabri no es el Unico software de geometria dinamica, cualquier software de
esta indole puede favorecer el pensamiento geométrico. Por lo menos, lograr que sea usado
en ciertos momentos de la clase sino siempre, seria ventajoso para el aprendizaje. Se
considera ademas, que la geometria no debe ser relegada del curriculo en los colegios; la
tendencia que existe entre los maestros de dejar de ensefiar geometria, priva a los

estudiantes de la posibilidad de explorar, construir y validar el conocimiento.
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5.2. Respecto a la actividad demostrativa y la propuesta de ensefianza

La propuesta de ensefianza, como parte del experimento llevado a cabo en esta
investigacion y enmarcada dentro de la actividad demostrativa, se convierte en un aporte
para el profesor de matematicas. Se puede aplicar en un curso cuya intencionalidad no solo
sea ensefiar conceptos basicos de geometria euclidiana o congruencia de triangulos, sino
también que tenga el propdsito de desarrollar habilidades argumentativas en los estudiantes

y direccionar el camino hacia la demostracion.

Ensefiar a demostrar bajo el modelo tradicional puede convertirse en un trabajo dificil y de
pocos resultados. Pero si antes de la demostracion hay un acercamiento a la argumentacion,
donde se lleve de la mano al estudiante de manera que haya construccion y exploracion, si
se le exija a justificar sus procesos, a descubrir propiedades, producir conjeturas y
comunicarlas, con seguridad se tendrian mejores resultados. Prueba de ello son los
resultados, en particular a la produccion de conjeturas; dos de los tres equipos formulan
conjeturas en el esquema condicional si... entonces (Ver respuesta a la pregunta 1B Equipo
B y pregunta 2B Equipo A). La demostracion no debe estar incluida solo en la educacion
superior. Como se ha mostrado con este trabajo, los estudiantes de la secundaria también
pueden producir justificaciones, claro esta, con un trabajo bien orientado y entendiendo el
ritmo de aprendizaje de ellos. Aunque con algunos errores, un equipo presenta una
demostracion en el esquema a tres columnas: Qué se, Qué uso y Que concluyo; como

justificacién a su respuesta (\Ver respuesta a la pregunta 2B Equipo C).
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Retomando de nuevo las evaluaciones de los estudiantes (Figuras 5.6, 5.7 y 5.8), puede
verificarse lo expresado en el parrafo anterior. Los estudiantes manifiestan que aprenden a
demostrar, quizas no al nivel de un matematico, pero si con un cierto grado de rigurosidad
exigido en la propuesta de ensefianza y de acuerdo al nivel de dificultad propio de su grado
de escolaridad. Sefialan, asi mismo, que durante la implementacion de la propuesta,
tuvieron la posibilidad de comprobar y descubrir. Sienten que ellos mismos se acercan y
construyen conocimiento, sin necesidad de replicar lo que el profesor hace en el tablero. De
la misma forma, la profesora titular del curso (Figura 5.9), recalca que este tipo de trabajo
propicia la argumentacién. Se refiere al trabajo en equipos colaborativos, metodologia de
aula desarrollada durante toda la propuesta, como una buena estrategia para desarrollar
habilidades propias del razonamiento deductivo. Reitera también que los procesos de
observacioén, exploracion, formulacion de conjeturas y verificacion, ademas de ser

desarrollados durante el periodo académico, favorecieron la produccién de argumentos.

Figura 5.6 A proposito de la actividad demostrativa: Vanessa
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Figura 5.7 A proposito de la actividad demostrativa: Ximena
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Figura 5.9 A proposito de la actividad demostrativa: Profesora titular
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Sobre la base de las consideraciones anteriores, la propuesta es efectiva para el colegio
donde fue implementada por ser innovadora y al haber logrado que los estudiantes
argumentaran, puede seguir siendo aplicada. A pesar de que no se lograron los objetivos, en
cuanto a la demostracion, al nivel que se sofiaba, si se ven diferencias pues los estudiantes
evolucionaron positivamente. Se siente ahora una responsabilidad en su promulgacion a la

comunidad de educacion matematica.

5.3. Respecto a los argumentos de los estudiantes

Otro de los aportes a la comunidad de educacién matematica esta precisamente en las
categorias con las que fueron analizados los argumentos. Las categorias relacionadas con la
forma como se estructura el argumento: argumento deductivo, argumento inductivo y

argumento abductivo son tomadas del marco tedrico. Pero las categorias relacionadas con
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la estructura del argumento, completo e incompleto, y aquellas relacionadas con la
naturaleza de la garantia: argumento visual, argumento legitimo y argumento no legitimo,

son emergentes surgen durante el analisis de la produccion de los estudiantes.

Se puede evidenciar (Ver tabla 4.2 y 4.3) que la tercera parte de los argumentos producidos
fueron deductivos incompletos legitimos, los cuales son observados en todos los ejercicios
propuestos en la tarea final. Fueron argumentos incompletos por falta de la garantia; los
estudiantes no sienten la necesidad de nombrarla, a pesar de que contaban con la lista de los
hechos geométricos, definiciones y postulados, pero pocas veces se remiten a estos, salvo
en los casos que el profesor lo sugiere. Ello indica que faltd, durante el desarrollo de la

propuesta didactica, exigir justificaciones, siempre incluyendo en ellas las garantias.

En relacion a los argumentos deductivos completos, se presentan diez, tres de ellos
legitimos y cuatro no legitimos. Sobresale el equipo C que tuvo mayor produccién de
argumentos completos legitimos, tres en total (Ver tabla 4.3). En este equipo fue realmente
un estudiante, Marcos, quien formuld los argumentos completos y ademas traté de armar
una demostracién deductiva usando el esquema a tres columnas, tal y como lo habia
aprendido en clase. Si se hubiera promovido mas una actitud critica de los estudiantes
respecto a las ideas de otros, y la exigencia de que los demas justifiquen sus ideas, la
compafiera de Marcos habria logrado que él produjera mas argumentos. Es significativo
gue al menos un equipo de estudiantes construyera una demostracién usando el esquema

adecuado, pues dentro de la propuesta de ensefianza, soélo la actividad 6 (Ver anexo 1) tenia
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el proposito de afianzar este esquema. Esto significa que para lograr esto requiere de un

proceso de ensefianza a término mas largo y de constante exigencia.

Asi mismo, puede observarse que los estudiantes muchas veces se valen de garantias
visuales: siete argumentos son de este tipo (Ver tabla 4.2); las utilizan particularmente en
las tareas con Cabri y cuando deben hacer la conjetura. Aunque no podria catalogarse este
hecho como negativo, en la medida en que los estudiantes logren valerse del contenido
matematico involucrado, mas que de la parte visual, que suele resultar engafiosa en algunos
casos, se lograran argumentos aceptados dentro de la comunidad matematica. Es decir, hay
que llevar a que el estudiante trascienda de los argumentos con garantia visual a
argumentos deductivos completos legitimos; la visualizacion es una competencia muy
importante en geometria y alin mas para iniciar la argumentacion, pero es necesario que los
estudiantes entiendan que deben ir transformando sus argumentos en argumentos teoricos
porque s6lo asi se puede asegurar que la asercion es valida en un sistema tedrico y que no

depende de la representacion que se esta usando.

A propdésito de los tres argumentos inductivos en el ejercicio 2B, se observa que aparecen
de una mala lectura al problema, porque el contexto de la situacion direccionaba a la
produccién de argumentos deductivos. Y aungue no son muchos los argumentos abductivos
(tres), es meritorio que argumentos de esta naturaleza surjan en estudiantes con poca

experiencia en actividad demostrativa.
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Ahora bien, el analisis de los resultados mostrd que puede favorecerse la argumentacion
tanto con el uso de sistemas de geometria dinamica (17 argumentos) y sin su uso (14
argumentos). Ello muestra que Cabri puede convertirse en una herramienta potente para
suscitar la produccién de argumentos, y por ende de demostraciones. Ya sea con el uso o no
de un SGD, lo importante es presentar tareas bien disefiadas a los estudiantes en donde se
exija la justificacion y que capte su interés, acompafadas ademas de una adecuada gestion
del profesor. No hay una diferencia grande entre la cantidad de argumentos de un tipo u
otro, pero es posible que no haber usado Cabri habria significado la disminucion de la

cantidad de argumentos.

5.4. Respecto al papel y a las acciones del profesor

A pesar de la intencion del profesor en promover la argumentacion a través de la actividad
demostrativa, le hizo falta estar mas atento y sensible a las oportunidades que se
presentaron para promover precisamente la produccion de argumentos, darles la
oportunidad de argumentar ain desde sus creencias. Por ejemplo en la pregunta 1A, los
estudiantes no tenian todos los hechos geométricos para dar respuesta a la pregunta, pues el
concepto de angulos par lineal y la propiedad de ser suplementarios no fue abordado en la
propuesta de ensefianza como hecho geometrico, pero habrian podido hacerlo desde lo que
veian o creian. Ademas, muchas veces, como el profesor espera una respuesta especifica,
no se detiene a pensar en el aporte del estudiante y como lograr que se vaya acercando a la

respuesta esperada. De pronto con cierto entrenamiento del profesor o la posibilidad de
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observar clases en la cual se promueve la argumentacion, antes de asumir el reto de usar

una metodologia en clase distinta a la acostumbrada, se hubieran tenido mejores resultados.

En relacion a las acciones del profesor (Ver tablas 4.8, 4.9 y 4.10), se observa que no logro
hacer de la justificacion una norma de clase. Aunque en las tareas escritas se les pedia la
justificacion, los estudiantes hicieron caso omiso. Al estudiante le cuesta incluso reportar
paso a paso sus construcciones. Parece ser que eso es una habilidad que se debe desarrollar
y, por tanto, debe ser objetivo de ensefianza. En la entrevista que se les hizo a los
estudiantes, el profesor tratd de buscar mas informacion, pero no propicio la argumentacion

porgue no indagod en los momentos en que tocaba o claramente no pidio justificacion.

No obstante, dada la cantidad de argumentos producidos (Ver tabla 4.2) es una sefial de que
las acciones del profesor también conllevaron a que los estudiantes argumentaran, no
quizas en el nivel esperado. En relacion a las acciones del profesor que se esperaba se
realizaran, no se hicieron, tal vez porque son mas probables en situacién de aula, no en el

contexto especifico de una entrevista.

El papel del profesor si incide en la percepcion de los estudiantes sobre una determinada
asignatura. Sefial de ello es la evaluacion de Sergio (Figura 5.10) quien comenta como la
geometria no era de su agrado, pero que debido a un cambio en la forma de ensefianza,
donde al igual de aprender se divierte, esta motivado ahora por conocer mas. No es el

estudiante quien no quiere aprender, es la actuacion del profesor en clase la que incide en
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un cambio de actitud hacia el aprendizaje de la geometria; asi como, las actividades que se

proponen y el uso de herramientas como los SGD.

Figura 5.10 A proposito del papel del profesor: Sergio
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5.5. Observaciones generales y preguntas pendientes

Al dar una mirada a los resultados de este trabajo, se puede decir que se logré implementar
una propuesta de ensefianza, se consiguieron producciones de los estudiantes en las que
argumentan y el analisis retrospectivo de la actuacion del profesor fue un factor de
aprendizaje respecto a la ensefianza. El impacto de este trabajo puede ser positivo, ya que
puede servir de referente para generar otras investigaciones, bien sean en el &mbito escolar
0 de pregrado e incluso en otros campos, tales como la estadistica, el algebra o el célculo,
en torno al fomento de la argumentacion, el tipo de tareas que la propician y la gestion que
debe hacer el profesor en el aula para apoyar el aprendizaje de la demostracion,
conducentes estas a la mejora de la educacion matematica. Debe estudiarse si con formas
alternativas de proponer tareas para los estudiantes y metodologias de ensefianza diferentes

a las tradicionales, se puede enganchar a los estudiantes, no solo con el estudio de la
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geometria o de la demostracion, sino de la matematica en general, con el fin de formar

estudiantes criticos, reflexivos y transformadores de su propia realidad.

Quedan cuestiones aun por resolver, que pueden convertirse en preguntas de investigacion:
¢Si en la tarea final los equipos se hubieran agrupado distinto a como trabajaron durante la
propuesta de analisis, se habrian podido obtener mejores resultados? ¢Si los equipos de
trabajo son conformados agrupando estudiantes como Marcos y Ximena, quienes fueron los
que produjeron mayor cantidad de argumentos en sus respectivos grupos, se generarian mas
y mejores argumentos? ¢Sera que para haber mayor argumentacion deben trabajar juntos
los estudiantes mas propositivos 0 con mayor conocimiento? ¢Los resultados seran los
mismos en otro tipo de colegio y con condiciones econdémicas quizas diferentes? ;Qué
resultados se podrian obtener tanto en argumentacién como en demostracion si se hace un

estudio longitudinal?
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Anexo 1: Propuesta de ensefianza

137



138



Propuesta de ensefianza

Actividad 1

Estudiantes:

A continuacion encontraran una serie de indicaciones, las cuales s6lo deben ser realizadas a

partir de la indicacion del docente.

Con la ayuda del programa Cabri, realizar las siguientes construcciones.

1. Construir un punto y nombrarlo A. Arrastrar el punto.

2. Construir una recta [ tal que A no pertenece a la recta. Describir como la construyeron.

3. Construir un punto B en la recta [ y arrastrarlo. ¢(Notan alguna diferencia de lo que
sucedid con el punto A? Describan en qué consiste la diferencia. (Qué propiedad
geométrica entre puntos y rectas se puede deducir de la experiencia anterior?

4. Dado un punto, ¢a cuantas rectas pertenece? ¢En qué se basan para su respuesta? Dados
dos puntos, ¢a cuantas rectas pertenecen? ¢ Tres puntos?

5. Construir tres puntos no colineales, ¢ Cuantas rectas pueden construirse?, ;por que?

6. Construir un CD y definir segmento.

7. Construir un punto P en el CD, ¢Existe una posicion para el punto P de tal forma que se
determinen en CD dos segmentos de la misma longitud?

8. Usar la herramienta punto medio de Cabri. Describan lo que pasa.

9. Construir el segmento EF.
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Propuesta de ensefianza

10. Construir un punto Q que no pertenezca a EF. ¢Existe una posicion de Q para que los
segmentos QF y QF midan lo mismo?

11. Definir punto medio.

12. Ahora construyan dos segmentos que se intersecan en sus puntos medios y se mantenga

esa propiedad bajo el arrastre. Completar la tabla.

Construyeron

Exploraron
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Propuesta de ensefianza

Actividad 2

Estudiantes:

A continuacion encontraran una serie de indicaciones, las cuales s6lo deben ser realizadas a

partir de la indicacion del docente.

Con la ayuda del programa Cabri, realizar las siguientes construcciones.

1. Construir un punto A. Construir un rayo que contenga el punto A.

2. Arrastrar el rayo, ¢Qué diferencias encuentran con la recta y con el segmento?

3. Definir rayo.

4. Construir un punto Q. ¢Cuantos rayos contienen al punto Q? llustren con un dibujo su
respuesta.

5. Construir una recta m y cuatro puntos que pertenecen aella T, 4, X,V ¢Cuantos y cuales
rayos distintos quedan determinados con estos puntos? ¢Por qué son distintos?

6. Construir dos rayos con el mismo extremo y arrastrenlos y describan momentos durante
el arrastre que les parezcan interesantes. Expliquen por qué es interesante.

7. RAYOS OPUESTOS: Dos rayos son opuestos si son colineales y sélo comparten el
origen.

Establecer en la figura cuales son rayos opuestos y cuales no son rayos opuestos.
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Propuesta de ensefianza

C A B
L M N K
R P Q

8. ANGULO: un angulo es la figura geométrica formada por dos rayos que no son
colineales y que tienen el mismo origen.
Nombrar todos los &ngulos determinados en la figura.

B

D
9. Construir un angulo y encontrar su medida. ;Qué sucede cuando arrastran uno de los
rayos? Describan los valores que observaron durante el arrastre

10. Construir £RST y encontrar su medida. Luego marcar un punto Q en el interior del
angulo. Trazar el RS. Encontrar la medida de ZRSQ y QST ¢Que relacion encuentran
entre las medidas de los dos angulos al mover E’?

11. Observen y analicen la siguiente figura. ¢En cuéles casos el BT es la bisectriz del

angulo? Explicar por qué.
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Propuesta de ensefianza

B
A
40,7 ¥ T C
407 ° 453°| 453°
B C A
12. Ahora completen la siguiente definicion de bisectriz.
La bisectriz del ZABC es con extremos en
del angulo y los demas puntos en tal que el

rayo con forman dos angulos
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Propuesta de ensefianza

Actividad 3

Estudiantes:

A continuacién encontraran una serie de indicaciones, las cuales solo deben ser realizadas a

partir de la indicacion del docente.

Con la ayuda del programa Cabri, realizar las siguientes construcciones.

Construir una recta [ y un punto P exterior a la recta. Tazar una recta m por el punto P.
Arrastrar ambas rectas. ¢Qué relacion encuentran en las posibles posiciones de ambas
rectas?

Definir recta paralela y recta perpendicular.

Construir dos rectas [ y m perpendiculares a una recta n. ¢Qué relacion encuentran
entre esas rectas? ¢En qué se basan para justificarlo?

Dado un punto Q en la recta k, ¢cuantas rectas por ese punto son perpendiculares a k?
Muéstrenlo con un dibujo.

Dado un punto C que no estd en una recta m ¢Cuantas rectas que pasan por C son
perpendiculares a m? Justificar la respuesta.

SITUACION PROBLEMA. El disefiador de los jardines de un parque les comenta a

los jardineros que desea sembrar un pino que quede a la misma distancia de una fuente
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Propuesta de ensefianza

y de una banca. Cada uno de ellos se imagina la posicion del &rbol como aparece en la

S
T,y A O "
2~ n

Pedro supone que la posicion del arbol es el punto medio del segmento que une la fuente y

figura

la banca, mientras que Juana lo imagina en otro lugar. ;Cumplen las dos imagenes la

condicion establecida? Utilizar Cabri para modelar la situacion.

= Reporten los pasos de la construccion.

= Reporten el paso de exploracion.

= Generalicen lo que descubrieron.
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Propuesta de ensefianza

Actividad 4

Estudiantes:

A continuacion encontraran una serie de indicaciones, las cuales s6lo deben ser realizadas a

partir de la indicacion del docente.

Con la ayuda del programa Cabri, realizar las siguientes construcciones.

1. Enuncien lo que pueden afirmar de la figura, o la informacion que le falta para asegurar

lo que parece cierto, y el postulado (hecho geométrico) o definicion que lo asegura.

Afirmacion Hecho Geométrico (postulado) o
definicion
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Propuesta de ensefianza

2. DEFINICION TRIANGULO: Dados tres puntos no colineales, la unién de tres
segmentos con extremos en esos puntos es un triangulo. Los puntos se Ilaman vértices
del tridngulo y los segmentos lados del triangulo.

Establezcan cuales de las siguientes figuras son triangulos, de acuerdo con la definicion

dada. En caso de no ser tridngulo comentar que condicion de la definicion no se

]
E i:
B
. H
2 K
- G
3
¢ F
A
R
4
770 \
M
s

3. Construyan el AEFG. (Qué relacion existe entre las medidas de los segmentos del

cumple.

triangulo y las medidas de 2F y £G? Escriban una conjetura.

Qué Construyeron

Que exploraron

Qué descubrieron

4. De acuerdo con los resultados del punto anterior, completen la siguiente conjetura:
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Propuesta de ensefianza

Un tridngulo tiene dos angulos . Ninguno de estos
angulos tiene como Vértice el punto de los lados
Actividad 5

Estudiantes:

A continuacion encontraran una serie de indicaciones, las cuales solo deben ser realizadas a

partir de la indicacion del docente.

Con la ayuda del programa Cabri, realizar las siguientes construcciones.

1. Con la ayuda del programa Cabri construir PQ y ST. Luego construyan el AABC de tal
manera que AB = PQ y BC = ST . Utilicen la herramienta compas para facilitar la
construccion.

a) ¢Cuantos triangulos existen con lados congruentes a esos segmentos?

b) Si hay mas de uno, ¢tienen otra propiedad comun?

C) ¢Su respuesta seria la misma si se hubieran dado tres segmentos? Expliquen su
respuesta.

d) Construyan un tercer segmento denominado MN y luego construyan un triangulo
cuyos lados son congruentes a los tres segmentos. Describan la que descubrieron y

escriban una conjetura.
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Propuesta de ensefianza

2. Construyan los angulos ZWBZ y +2XUY. Despues construyan el AABC usando esos
angulos, siguiendo las siguientes instrucciones:

e Midael LZWBZ
e Construyan AT

e Roten el AT alrededor de 4 usando la medida del ZWBZ. Si el rayo no roto en la
direccion deseada, usen Calcular (antepenultimo icono) para encontrar el opuesto

de la medida del zWBZ

e Sea B un punto del AT

e Construyanel £B = £XUY

a. ¢Cuantos triangulos existen con angulos congruentes a esos angulos?

b. Si hay mas de uno. ¢ Tienen otra propiedad comin?

C. ¢Su respuesta seria la misma si se hubieran dado tres angulos?

d. Construyan un tercer angulo.

e. Construyan el triangulo que tiene los tres angulos congruentes a los dados. ¢Cuantos
triangulos existen?

f.  Si hay mas de uno. ;tienen otra propiedad comdn?

g. Escriban conjeturas.
3. Construir los lados RSy TV y el 2Q. Construya el AABC con AB = RS,AC =TV y

4B = 20.

a. ¢Cuantos triangulos existen? Si hay mas de uno, ¢tienen otra propiedad comdn?
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Propuesta de ensefianza

b. Supongan ahora que se construyen los mismos segmentos pero es el £A el que es
congruente al £Q . ¢Cuéntos tridngulos existen?

c. Siel angulo dado es congruente al C y se mantiene la congruencia de los lados sin
hacer construccion alguna diga cuéntos tridngulos existen. Justifiquen su respuesta.

d. Escriban conjeturas.

4. Construir F , 2G y JH . Luego construyan el AABC haciendo que 2B = £F,2A = 4G
yAB = JH .
a) ¢Cuantos tridngulos existen?
b) Supongan ahora que se mantiene la congruencia de los angulos pero es el BC el
que es congruente al JH. ;Cuantos tridangulos existen?
c) Si ahora el AC es congruente al JH y 4B = £F,2A = 4G , sin hacer
construccion alguna, diga cuantos tridngulos existen. Justifiquen su respuesta.

d) Escriban conjeturas.
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Propuesta de ensefianza

Actividad 6

Estudiantes:

1. Completar cada demostracion

a. Si QB bisecaal zTQAY QT = QA4, entonces A BQT =A BQA.

T

Qué sé Qué uso

Que concluyo

QB bisecaal .TQA | Definicion de bisectriz

b. Si C es el punto medio de BD, AB L BDy DE 1 BD, entonces £E = £A
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Propuesta de ensefianza

Qué sé Qué uso Qué concluyo

2. ldentificar dos pares de triangulos que podrian ser los que demostrarian congruentes

para llegar a la conclusion dada.

S
a. SP=TQ
b. ZW = 4R
c. ST=PQ
T
R
w P
Q
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Propuesta de ensefianza

Usar la siguiente figura y la informacion dada para completar la tabla

A B

D C

Que sé Triangulos Justificacion Conclusion
Congruentes

AD = BC
DE = CE
LADE = +BCE

S
I
IR

AD = BC 2DAE = [

ZABE = /BAE B
AC = BD

IR
3
)

2ADE = +/BCE B
DE = CE

IR
=
t
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Tareas

Tareal

1. Sea m la mediatriz de AB y I una recta perpendicular de AB que contiene al punto
medio de AB. Justifique por qué [ y m son la misma recta.
2. Sea m la mediatriz de AB , P un punto de m y T el punto medio de AB. Justifique por

qué £PTA es recto.

Tarea 2

1. Se sabe que el AABC es isosceles con AB = BC. T es el punto medio del AC. ;Qué
puede decir sobre los triangulos ABT y CBT? Justifique su respuesta.
2. XW y YZ se intersecan en el punto medio F. ¢Es el tridngulo XFY congruente al

triangulo WFZ? Justifique su respuesta.

Tarea 3

Demuestra las siguientes afirmaciones

1. Si2CBN = £CDN,2A = £E y N es punto medio de AE, entonces A ABN =A EDN
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Tareas

2. Si AC bisecaal zDAB y al £DCB, entonces A ACD =A ACB.

B
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Hechos geométricos, definiciones y postulados

Actividad 1

HG PUNTOS RECTA: Dados dos puntos, existe exactamente una recta que los contiene.
HG RECTAS PUNTO: Dos rectas se cortan en un unico punto.

HG PUNTOS COLINEALES: Tres 0 mas puntos son colineales si existe una recta que
los contiene.

Def. SEGMENTO: El segmento AC es el conjunto de puntos A4, C y todos los puntos entre
Ay C.Lospuntos Ay C se llaman los extremos del segmento.

Def. PUNTO MEDIO: El punto T es punto medio del SX, si T esta entre los puntos S y X,

y la longitud del ST es igual a la longitud del TX.

Actividad 2

Def. RAYO: El rayo LK esta formado por todos los puntos del LK junto con todos los

demas puntos de la LK, tal que K esta entre cualquiera de esos puntos y L. El punto L es el
origen del rayo LK.

Def. RAYOS OPUESTOS: Dos rayos son opuestos si son colineales y s6lo comparten el
origen.

Def. ANGULO: Un angulo es la figura geométrica formada por dos rayos que no son
colineales y que tienen el mismo origen.

HG MEDIDA DE ANGULOS: A un angulo le corresponde un niimero entre 0° y 180°
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Hechos geométricos, definiciones y postulados

Def. ANGULOS CONGRUENTES: Dos angulos son congruentes si tienen la misma

medida.

Actividad 3

Def. ANGULOS SUPLEMENTARIOS: Dos angulos son suplementarios si la suma de
sus medidas es 180°.

Def. BISECTRIZ: Es un rayo con extremo en el vértice del angulo y demés puntos en el
interior del angulo, tal que el rayo con los lados del angulo forman dos &ngulos
congruentes.

HG BISECTRIZ ANGULO: La medida de un angulo es igual al doble de la medida de
cualquiera de los dos angulos determinados por su bisectriz.

Def. RECTAS PERPENDICULARES: Dos rectas que determinan angulos rectos son
perpendiculares.

Def. RECTAS PARALELAS: Dos rectas son paralelas si son coplanares y no se
intersecan.

HG PARALELAS-PERPENDICULAR: Si dos rectas son perpendiculares a una misma
recta, entonces son paralelas entre si.

HG PUNTO PERPENDICULAR: Por un punto de una recta pasa una unica
perpendicular a la recta dada y que pasa por dicho punto. Dado un punto en una recta existe

una Unica recta perpendicular que la contiene
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Hechos geométricos, definiciones y postulados

HG PUNTO EXTERIOR PERPENDICULAR: Por un punto exterior a una recta pasa
una unica perpendicular a la recta dada y que pasa por dicho punto. Dado un punto exterior

a la recta existe una unica recta perpendicular que contiene dicho punto.

Actividad 4

Def. MEDIATRIZ: La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular al segmento que
contiene al punto medio de éste.

HG MEDIATRIZ: La mediatriz es el conjunto de puntos que equidista a los extremos del
segmento.

Def. SEGMENTOS O RAYOS PERPENDICULARES: Dos rectas, segmentos 0 rayos
que determinan angulos rectos son perpendiculares.

Def. TRIANGULO: Dados tres puntos no colineales, la union de tres segmentos con
extremos en esos puntos es un tridngulo. Los puntos se llaman vértices del triangulo y los

segmentos lados del triangulo.

Actividad 5

Def. TRIANGULO CONGRUENTE: dos triangulos son congruentes si existe una
correspondencia entre sus vértices tal que sus lados y angulos correspondientes son

congruentes.

CRITERIO LADO-LADO-LADO (LLL): Si los tres lados de un triangulo son
congruentes con los tres lados de otro triangulo, entonces los triangulos son

congruentes.
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Hechos geométricos, definiciones y postulados

CRITERIO LADO-ANGULO-LADO (LAL): Si dos lados y el angulo incluido entre
ellos, en un triangulo, son congruentes con dos lados y el angulo incluido entre ellos en
otro triangulo, entonces los dos tridngulos son congruentes.

CRITERIO ANGULO-LADO-ANGULO (ALA): Si dos angulos y el lado incluido
entre ellos, en un triangulo, son congruentes con dos angulos y el lado incluido entre
ellos en otro triangulo, entonces los dos triangulos son congruentes.

CRITERIO LADO-ANGULO-ANGULO (LAA): Si dos angulos y el lado opuesto a
uno de ellos, en un triangulo, son congruentes con dos angulos y el lado opuesto al

angulo correspondiente en otro triangulo, entonces los dos tridngulos son congruentes.
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