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Introducciéon

Este trabajo de grado es un andlisis histérico de la primera parte del
articulo Lecons sur les fonctions doublement périodiques faites en 1847 par
M. J. Liouville (Liouville, 1880). Se trata de un trabajo fundamental para el
concepto contemporaneo de funcion eliptica puesto que en él se pone, quizas
por primera vez, a la Variable Compleja como prerequisito de la teoria. Ya
que se trata de un trabajo histérico, la metodologia empleada en lo que
sigue la consideraremos hermenéutica. Asumimos que el lector conoce los
fundamentos de la Variable Compleja de nuestros dias.

El trabajo esta organizado en cuatro capitulos. En el primero, interpre-
tamos y damos varias demostraciones posibles al teorema fundamental que
aplicaremos después a las funciones doblemente periddicas. Para la etapa
de camisa de fuerza, apelamos unicamente a cierto resultado analitico de
Cauchy. Para nuestra interpretaciéon contemporénea, recurrimos a los resul-
tados basicos de un curso de pregrado sobre Variable Compleja, es decir, a
las propiedades elementales de las funciones holomorfas y meromorfas. El se-
gundo capitulo estd dedicado a los dos primeros hallazgos fundamentales de
Liouville (1880) para las funciones elipticas: una funcién doblemente periddi-
ca no puede ser acotada y, ain mas, tampoco puede tener un tnico polo. El
ingrediente esencial para lograr estos resultados es el Teorema de Liouville-
Borchardt del Capitulo 1. Las notas de pie de pagina contienen explicaciones
importantes en el lenguaje de la Variable Compleja de hoy. En el tercer
capitulo se muestra por construcciéon directa que las funciones doblemente

periodicas tienen al menos dos infinitos. También se establece una impor-



tante relacion entre los dos polos y los dos ceros para este tipo de funciones.
Sin embargo, lo mas interesante y relevante de este tercer capitulo yace en
las relaciones algebraicas que guardan las funciones meromorfas doblemente
peridédicas que tienen el mismo conjunto de polos. En el capitulo cuarto se
muestra como las funciones elipticas con mas de dos polos se pueden estudiar
con ayuda de aquellas que poseen solamente dos polos.

Al final, se bosquejan algunas conclusiones sobre los resultados y hallaz-
gos encontrados y sobre el futuro de nuestra investigacién historica sobre
las integrales elipitcas. Asi mismo, se presenta una bibliografia esencial, un
mapa conceptual del trabajo, que recoge importantes relaciones entre la orga-
nizacion original de Liouville y nuestro esfuerzo por hacerla caber en el marco
de la Variable Compleja contemporanea. Para facilidad del lector, incluimos
también nuestra traduccion del articulo original, tal como lo redacté Bor-
chardt.

Con la presente investigacién se da un paso mas en la investigacion de
la historia y la epistemologia de las funciones elipticas, tema de interés para
el grupo SUMMA de la Universidad de Medellin y el grupo MaT de la Uni-
versidad del Tolima. Ciertamente, ya se habian estudiado con anterioridad
las integrales elipticas en los siglos XVII y XVIII, su primera teoria debida
a Euler y Lagrange, la formalizacion de Legendre y la emergencia histérica
del concepto de funcién eliptica en los trabajos de Abel y Jacobi. No es este
el lugar para hablar de todas estas investigaciones. Basta con decir que el
gran aporte de Liouville a la teoria de las funciones elipticas ha consistido
en descubrir que su marco tedrico natural es la Variable Compleja. Asi lo

prueban los hallazgos de este trabajo de grado.



CAPITULO 1

Teorema de Liouville-Borchardt

El propédsito de este capitulo es dar una demostracion rigurosa del Teo-
rema de Liouville-Borchardt (Corolario 1.3). Este resultado es importante
porque de el se derivan todas las sorprendentes y maravillosas propiedades
que Liouville descubrié sobre las funciones doblemente periddicas y, por ende,
las funciones elipticas.

La forma original de este resultado constituye el TEOREMA 1. Luego de
revisar la demostracién presentada por Borchardt, damos una demostracién®
moderna y mas clara del mismo teorema. Al final, mostramos su relacién con

el conocido Teorema de la aplicacién abierta.

1.1. A conveniencia de Borchardt

Comencemos revisando el teorema fundamental del que Liouville (1880),
a través de Borchardt, hace desprender todos sus importantes teoremas sobre

las funciones doblemente periddicas.

TEOREMA 1. Sea z = x 4+ y+/—1 una variable imaginaria repre-

!Original, ain siendo una consecuencia inmediata del Principio del médulo méximo.
El nombre Liouville-Borchardt es nuestro y no nos consta que aparezca en otro lugar de

la literatura sobre el tema.
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sentada geométricamente por el punto cuyas coordenadas rect-
angulares son x,y; sea f(z) una funcién bien determinada y con-
tinua. 2 (es decir, que no pasa bruscamente de un valor finito a
otro, del que difiere por una cantidad finita) y tal que, para los
valores de z que pertenecen a los puntos situados en el interi-
or de la curva cerrada K, ella toma todos los valores que puede
tomar para los valores cualesquiera de z; asumido esto, digo que
habré al menos un valor de z, situado en el interior de K, para

el que f(z) = 200, a menos que f(z) sea igual una constante.

Anotemos, en primera instancia y para evitar equivocos en lo subsiguien-
te, que lo que se quiere demostrar es algo asi como que “una funcion mero-
morfa no constante definida en la region (cerrada) encerrada por una curva
de Jordan posee obligatoriamente un valor infinito”. Miremos, en seguida, la

demostracién dada en el mismo articulo.

Supongamos que f(z) no pueda volverse +oo y excluyamos el
caso f(z) constante, entonces el médulo M (z,y) de la cantidad
imaginaria f(z) siempre estard por debajo de una cierta cota A3
que representa el valor maximo de M (z,y). Y por lo tanto, de
la hipétesis que f(z) toma todos sus valores en el interior de la
curva K, se tendra al menos un punto (zo, yo) en el interior de
esta curva, para el que el médulo M (z,y) de f(z) tome su valor
maximo A. Asi, se debera tener que para todos los valores de x

y de y la diferencia

M(z,y) — M(zo,y0) =

f(z+ Z/\/—_lf(m + y\/—_1> — f(xo + yo\/—_l)f(xo + yo\/—_l)

2No sabemos que entiende el autor por continuidad, pero debe ser algo més fuerte que

la continuidad en el sentido contemporaneo. Ciertamente, debe indicar diferenciabilidad
en el sentido complejo.
3Un hecho claro para la Topologia de hoy: una funcién continua de valores reales,

definida en un compacto, es acotada y alcanza su valor maximo.
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es negativa, lo cual es absurdo. Ciertamente, si ponemos x =
xo + he, y = yo + ke, donde € representa una cantidad infinita-
mente pequena, es facil de ver (por un razonamiento anélogo a
aquel por el que Cauchy demuestra la existencia de raices para
las ecuaciones algebraicas, Curso de Andlisis, pag. 337 y 338) que
la diferencia en cuestion no puede ser del mismo signo para todos
los valores posibles de h y de k*. Es por lo tanto imposible que
f(2) se mantenga finita, en consecuencia habra al menos un valor
en el interior de K, para el que f(z) = 00, a menos que f(z) se

reduzca a una constante.

Hay muchas cosas que decir sobre esta prueba. En primer lugar, Borchardt
reconoce que ésta no fue la demostracién que Liouville dié originalmente. En
la nota al pie de la primera péagina de Liouville (1880), Borchardt confiesa

que

La prueba de este teorema dada por M. Liouville® (y que no he
hecho indicar sino brevemente) ha sido remplazada en mi redac-
cién por la demostracion de un teorema maéas general, que no se
refiere exclusivamente a las funciones doblemente periddicas y del

cual resulta como corolario el teorema enunciado mas abajo.

Claro, se refiere a un resultado central de la Variable Compleja que hoy,
emparentado con el llamado Teorema de Liouville. A los interesados en los
asuntos relativos a la originalidad en las Matematicas, este episodio les en-
cantard con toda seguridad. Nosotros dejamos de lado la posible mala fe o
las posibles mentiras para concentrarnos en la validez de las afirmaciones.
Dicho sea de paso, hay un error tipogréfico en Liouville (1880): la indi-
cacién para la conjugacién compleja en la expresién para M (z,y) — M (zo, yo)

(dada més arriba) estd equivocada.

4Hecho analitico con todo el sabor de la variable real.
5El mismo Borchardt dice més adelante que esta demostracién se basaba en la repre-

sentaciéon de una funciéon doblemente periédica en serie de senos y cosenos. Por esto, se
trataba de algo mucho menos general que lo que nos ocupa aqui.
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1.2. Teorema del moédulo maximo

El teorema que se quiere probar encuentra hoy su formulacion mas natural

bajo la luz del siguiente “principio”.

Teorema 1.1 (Principio del médulo méaximo). Sea f : D — C una funcion
holomorfa® no constante definida en el subconjunto abierto y conexo’ D del

plano complejo. Entonces, |f(z)| no puede alcanzar su valor mdximo en D.

Demostracion. Supongamos que existe z € D (punto maximo del médulo)
tal que
1f() > (O], v¢eD.

La posibilidad f(z) = 0 queda excluida por hipdtesis. Sea, pues, f(z) # 0y
C una circunferencia de radio r > 0 contenida en D. La férmula integral de

Cauchy implica entonces que

f(z) = ! / 19 dC:%/Oﬂf(((Q))de.

_% CC—Z

Entonces, ya que z es el punto maximo,
Re (f(C(H))) < ‘f(C(G))‘ <1
f(z) f(z)
También, tomando las partes reales,

[ e (1)

6Esto es, C-diferenciable en un vecindad de cada punto de su dominio. Atin bien entrado

el siglo XIX, los matematicos franceses no tenian un concepto que englobara propiamente
funcién y diferenciabilidad. Por ejemplo, Laurent (1880) habla de fonctions monodromes

et monogenes.
"No sobra aclarar que estos conceptos de la Topologia de hoy no estaban disponibles

para Liouville (1880).
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Por lo tanto, dado que esta parte real es una funcién continua, el analisis

F(C(0) = f(2)

en la regién encerrada por C' (independencia del radio r). Las propiedades

real® arroja que

Es decir,

conocidas de las funciones holomorfas (Levinson & Redheffer, Teorema 7.19)

implican que f(¢) = f(z) en todo D. Por hipétesis, esto es imposible. O

La Figura 1.1, tomada de http://en.wikipedia.org/wiki/File:Maxi-
mum modulus_principle.png, puede ayudar a visualizar el resultado obtenido.

De paso, se obtiene el siguiente resultado importante.

Corolario 1.2 (Principio del méximo). Sea f : D — C, una funcion holo-
morfa no constante definida en la clausura D de un subconjunto abierto y
conezo D del plano. Supongamos también que D es compacta'®. Entonces

|f(2)| asume su mdximo en la frontera 0D de D.

Demostracion. Como D es compacto y |f| continua, este médulo alcanza su
valor maximo en él. Ya que no lo puede asumir en el interior, lo ha de asumir

en la frontera. O]

Con la ayuda de estos principios, podemos entender lo que Liouville y
Borchardt quisieron decir en 1880. Buscamos, en verdad, una suerte de con-
trareciproco. Sea S = C U {00} el conjunto de los complejos extendidos, o

esfera de Riemann.

8Sea g : [a,b] — R un funcién continua tal que g(6) < k, para toda @ € [a, b]. Si

1 b
2 / g(0) db > k,
—a,

entonces g es constante e igual a k.

9Gi f, g son holomorfas en un abierto y conexo D y f = g en un una vencidad de un
punto z, € D, entondes f =g en D.

1ONotemos de nuevo el uso contemporineo de la Topologia.
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Figura 1.1: Principio del médulo maximo.

Corolario 1.3 (Teorema de Liouville-Borchardt). Sea f: D — S, una fun-
cion meromorfa't no constante definida en la clausura compacta D de un
subconjunto abierto y conexo D del plano. Si |f| no se hace infinita en dD

ni alcanza alli su mdzimo, entonces existe un z € D tal que f(z) = oco.

Demostracion. La posibilidad de que f sea holomorfa queda descartada. Por
lo tanto, debe existir un z € D con f(z) ¢ C. O sea, f(z) = occ. O

Hay varias cosas por anotar: la genialidad del argumento de Liouville, que
nos saca ciertamente del plano complejo para adentrarnos en las superficies
de Riemann; el uso del orden de los reales extendidos; la aparicién de las
funciones meromorfas; el hecho de que el médulo de f no se hace infinito
en la frontera de D; . . . Otra cosa: debemos aceptar que la demostracion
original es més sencilla.

Sin duda, el lector contemporaneo quisiera pruebas menos analiticas.

Preferimos, sin embargo, estas demostraciones porque muestran las ideas

110 sea, hay un conjunto discreto Py C D (dependiente de f) tal que f es holomorfa en
D — Py. En el caso particular en que f es holomorfa, Py = 0.
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de la variable real que subsistian en el pensamiento de Cauchy. Recuérdese

la referencia de Borchardt al Cours d’analyse (1821) del distinguido bardn.

1.3. Otra reinterpretaciéon contemporanea

Si queremos obtener el principio del médulo maximo como corolario de
uno de los resultados importantes de la Variable Compleja, debemos mirar

en la siguiente direccion.

Teorema 1.4 (de la aplicacién abierta). Sea G un subconjunto abierto del
plano complejo. Si f : G — C es holomorfa y no es una constante, entonces

f(G) es un conjunto abierto.

Dando esto por cierto, como por ejemplo en Stérm (2006, p. 9), obtenemos

algo mas fuerte que lo que habiamos encontrado antes.

Corolario 1.5 (Principio del médulo maximo local). Si f es una funcion
holomorfa no constante definida en un subconjunto abierto y conexo D del

plano, entonces |f| no puede tener un mdzximo local en D.

Demostracion. Neguemos la tesis. Si | f| alcanza un maximo local en zj, en-

tonces existe r > 0 tal que si |z — 29| < 7, entonces

[f(2)] < 1 f(20)]-

Como consecuencia del Teorema de la aplicacién abierta, existe un p > 0
tal que una p—vecindad de f(zg) estd contenida en la imagen bajo f de la
bola de radio r centrada en 2. Sin embargo, en dicha p—vecindad de f(z)

se hallan elementos w tales que

w| > | (z0)]

Como existe un z con |z — zg| < r que realiza w = f(z), hemos llegado a una

contradiccion. O
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De aqui, se sigue el Teorema de Liouville-Borchardt como en la seccién
anterior. Notemos que este resultado nos acerca, de nuevo, a la demostracién
original dada por Borchardt en 1880, basada en el Curso de Cauchy.

El lector reconocerd que el camino para llegar al Teorema de Liouville-
Borchardt no es evidente. El mismo Liouville, a lo largo de su vida, realizo al
menos tres intentos por sacar el asunto en claro. Los detalles de las tres
demostraciones correspondientes hacen parte del interesantisimo articulo de
Peiffer (1983).



CAPITULO 2

Numero de polos de una funcién eliptica

En este capitulo se demuestran los dos primeros teoremas de Liouville
para las funciones elipticas. El primero de ellos es una consecuencia inmediata
del Teorema de Liouville-Borchardt del capitulo anterior: las funciones elipti-
cas deben ser, al menos, meromorfas. El segundo garantiza que el niimero de

polos de tales funciones debe ser mayor que uno.aaaa

2.1. Una consecuencia inmediata

Antes de proseguir, se debe aclarar que Liouville (1880) no se movia a
ciegas en el terreno de las funciones elipticas. Ya antes que él, Abel (1827) y
Jacobi (1829) habian construido funciones meromorfas doblemente peridédicas
mediante un procedimiento de inversién formal de las integrales elipticas.

Las funciones elipticas tienen dos periodos linealmente independientes.
El estudio de una funcién doblemente periédica en todo el plano comple-
jo se reduce a determinar sus valores en cierto paralelogramo fundamental

(semicerrado) P'. Puesto que queremos que las singularidades de nuestra

1Si “pegamos” los lados opuestos mediante la relacién de equivalencia pertinente, obten-
emos un toro. Asi, la teoria se formula con maés elegancia en el marco de las superficies de

Riemann.
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funcién sean un numero finito de polos, es siempre posible encontrar un tal
P tal que los mentados polos no queden en la frontera 0P. Leamos como

Liouville (1880) describe este paralelogramo:

Sea (z) una funcién doblemente periédica con indices de perio-
dicidad ? w,w’, de suerte que

0(2) = p(z +2w) = (2 + 2u).

Entonces, ¢(z) tomard todos los valores atribuidos a z y con-

tenidos en la férmula
2 =20+ uw+ v,

donde u y u’ varian desde —1 hasta 1. Estos valores pertenecen a
los puntos situados en el interior del paralelogramo cuyos vértices

corresponden a los valores
/ / / /
Zp—w—w, pp—wtw, pptw—w, pptwtw.

En lo subsiguiente, Liouville usa la siguiente abreviatura para P:

;. {u:—l—l, u’:—i—l}
Z=2zZp+tUuUWw+uUw, .

u=-1, u=-1

Dado que las constantes no son funciones interesantes, se obtiene direc-
tamente lo siguiente cuando aplicamos el Teorema de Liouville-Borchardt
(Corolario 1.3) a las funciones doblemente periodicas (o elipticas). El do-

minio D es, en este caso, el interior de P. La curva de Jordan (regular a
trozos) es K = OP.

Teorema 2.1 (Primero de Liouville para las funciones elipticas). Una fun-
cion meromorfa, no constante y doblemente periodica ¢ : C — S tiene que

hacerse infinita en al menos un punto. Es decir, debe tener un polo.

20 sea, periodos.
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De nuevo, este hecho se interpreta facilmente entendiendo que f debe ser
meromorfa, pero no holomorfa. O sea, considerando a las funciones holomor-
fas como una parte de las meromorfas.

Si consideramos una representacién de nuestra funciéon en serie de po-
tencias®, podemos obtener una formulacién alternativa equivalente a este
“primer teorema”. La Variable Compleja garantiza que esta representacion
de ¢(z) tiene una parte entera (analitica, holomorfa o de Taylor) [p(2)] v
una parte fraccionaria (singular, principal o de Laurent) {¢(z)}, de tal suerte

que
p(z) = [e(2)] +{p(2)}.

De esta manera, el teorema anterior equivale a lo que sigue.

Corolario 2.2. Una funcion meromorfa, no constante y doblemente periodi-

ca ¢ : C—'S no puede tener parte fraccionaria {¢(z)} nula.

2.2. Relacion con el Teorema de Liouville

El teorema de la seccion anterior se puede obtener muy rapidamente de

uno de los teoremas importantes de la Variable Compleja.

Teorema 2.3 (de Liouville). Si f : C — C es holomorfa y acotada, entonces

es una funcion constante.

Demostracion. Por hipétesis, existe una constante M tal que |f(z)] < M.

La aplicacién del estimado de Cauchy?, para cada o € C,

M

@)l < 5

3Esta representacién siempre es posible, a saber: la serie de Laurent de . Este es un

resultado bésico de la Variable Compleja.
4Si f(z) es holomorfa en el disco |z —a| < Ry |f(2)| < M en este disco, entonces

Mn!
() ()| <

Se trata de una consecuencia inmediata de la Férmula Integral de Cauchy, cf. Levinson &
Redheffer (1970, p. 137).
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para cualquier radio R. O sea, f'(a) = 0. Asi, f' =0y f es una constante

en el plano. O

De nuevo, remitimos al lector a las tres demostraciones del Teorema de
Liouville presentadas en Peiffer (1983). Con esto, es posible demostrar de

otra manera (muchisimo més sencilla) el “primer” teorema de Liouville.

Corolario 2.4. Una funcion meromorfa, no constante, doblemente periddica

y acotada p : C — S es imposible.

Demostracion. Como ¢ es acotada en un paralelogramo fundamental, lo es
en todo el plano. Asi, queda reducida a ¢ : C — C. El Teorema de Liouville

implica entonces que es una constante. Esto es imposible. O

2.3. Imposibilidad de un polo tnico

En esta seccién seguimos la demostracion de Liouville (1880) del siguiente
hecho: tampoco existen funciones, como las consideradas hasta ahora, con un

unico infinito.

Teorema 2.5 (Segundo de Liouville para las funciones elipticas). Una fun-
cion meromorfa, no constante y doblemente periodica ¢ : C — S con un

unico polo es imposible.

Demostracion. Procedamos por reductio ad absurdum. Supongamos que e-
xiste una funcién ¢ que cumple las hipdtesis y tiene un polo tnico en « en

el interior de P. Entonces, su parte fraccionaria tienen la forma

{v(2)} =

Cambiemos el origen a «, es decir, pongamos ( = z — « para obtener

{w<a+<>}:% y {pla—Q)}=—

a_q
y a_1 € C.
Z—

a_1
<
De este modo,

{ola+ ) +pla—0)} =0
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Por lo tanto,
pla+ Q)+ pla—¢) =2

donde ¢ es una constante. Definamos entonces a la funcién auxiliar

fQ) =wpla+() —ec

Vemos que f se hace infinito en { = 0.
Ademas, f(¢) = —f(—() y f tiene los mismos periodos 2w, 2w’ que ¢. O
sea, f(C+2w) = f(¢) vy f(¢+2w') = f((). Se sigue que f(w) = f(u') =

f(w+ ') = 0. Definamos ahora las funciones producto

fQ) x f(C+w), f(O) x fFIC+uW)y f(C+w) x f(+w).

Ellas son doblemente periédicas y acotadas, puesto que los comportamientos
asintéticos cerca de sus posibles polos se cancelan con los comportamientos
cerca de sus ceros®. Lo visto mds arriba implica que son constantes. Denote-
mos respectivamente a tales constantes por k, k', k”. Asi, multiplicando los

dos primeroso productos y dividiendo entre el tercero, hallamos que

10 % 7¢) = 2k

es una constante. Esto es imposible. O]

En términos de la representaciéon de Laurent que se usa en esta de-
mostracion, la reformulacién equivalente del “segundo” teorema es como

sigue.

Corolario 2.6. Si ¢ : C — S es meromorfa y doblemente periédica cuya
parte fraccionaria es de la forma
a_1

{v(2)} = , a1 €C,

zZ—Q

entonces es una funcion constante.

SEste hecho exige una explicacién, que Liouville (1880) no se esfuerza en dar. Quizas
era evidente para él por los desarrollos en series de funciones que conocia para las funciones

elipticas.
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Figura 2.1: Joseph Liouville (1809-1882).

Esta foto ha sido tomada de http://todayinsci.com/9/9_08.htm



CAPITULO 3

Funciones elipticas con dos polos

Liouville habria, casi que seguramente, leido a Abel (1827) y a Jacobi
(1829). Por lo tanto, sabia de la existencia de funciones meromorfas doble-
mente periédicas con dos polos. A pesar de ello, se cree en la obligacién de
mostrar su existencia mediante un ejemplo construido por él mismo. Pero
Liouville (1880) llega mucho maés alla: revela importantes propiedades alge-
braicas para las funciones doblemente peridédicas que comparten caracteristi-
cas similares y descubre relaciones importantes entre los ceros y los polos de

la funciones doblemente periédicas. Veamos.

3.1. Existencia, espacio vectorial

Lo dice el mismo Liouville (1880, seccién 3) por intermedio de Borchardt:
“... tendremos que examinar si hay funciones doblemente periddicas con dos
infinitos. — El camino mas corto de probar la existencia es la construccion de
estas funciones. 7.

Para tal fin, parte de la funcion

f(2) = !

~cosZ(z— p) —cos Zv’

para ciertas constantes p y v. Ella es meromorfa y simplemente periédica con
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periodo 2w, puesto que f(z +2w) = f(z). También, la paridad de la funcién
coseno implica que f(z) tiene dos polos &« = p+ vy § = u — v. Puestas

juntas estas dos propiedades, obtenemos que f(z) = oo en los puntos
a—+2nw, B+ 2mw, n,m € Z.

En un segundo paso, se logra el otro periodo 2w’ poniendo

o(z) = Z f(z+2kd).
keZ
De esta manera, se ha logrado construir una funcién meromorfa con dos perio-
dos 2w, 2w" y con dos polos arbitrarios «, 8 en su paralelogramo fundamental.

En otras palabras, los polos ocurren en los puntos
a+ 2nw + 2mw’, B+ 2nw + 2mw’, n,m € Z.

El asunto de la construccién de estas funciones conduce a Liouville (1880)
hacia la caracterizacion de todas las funciones que comparten los mismos
periodos y los mismos polos. Este importante logro es la materia del siguiente
resultado.

Teorema 3.1 (Tercero de Liouville para las funciones elipticas). El conjunto
de todas las funciones meromorfas doblemente periodicas que tienen periodos
2w, 2w’ y polos a, B posee una estructura natural de espacio vectorial bidi-
mensional sobre C. En concreto, si (z) es un elemento de dicho espacio, las

demds funciones con estas propiedades se dejan escribir como
Y(z) = Ap(2) + 1, \,7 € C.

Demostracion. Sea ¢(z) una funcién doblemente periédica con periodos 2w,
2w y polos a, By sea ¥(z) una funcién con estas mismas caracteristicas. La
teoria del capitulo anterior implica que

a_q b_1

{o(2)} = + a_1,b_4 € C — {0},

2—a 22—
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C_1 d_1

C_1,d_1 e C— {O}

En consecuencia,

a_ld_l — C_lb_l
z=p

De este modo, el Cororalio 2.6 implica que a_19(z) — c_1¢(z) es una funcién

{a_10(2) — cap(2)} =

constante. Al despejar 1)(z), se obtiene la tesis. ]

De manera alternativa, podemos decir que el citado espacio consta de
todas las funciones afines de ¢(z). Liouville (1880, p. 285) no utiliza la ex-
presion “espacio vectorial”, puesto que la nocién de esta estructura algebraica

no estaba disponible en aquella época.

3.2. Polos y ceros

Los anteriores descubrimientos llevan a Liouville (1880) a dar un paso

adelante con lo siguiente.

Proposicion 3.2. Una funcion meromorfa doblemente periodica con dos

polos distintos tiene exactamente dos ceros distintos.

Demostracion. Sea ¢(z) es una funciéon meromorfa doblemente periddica con
dos polos distintos. Notemos que la funcién (meromorfa no constante doble-
mente periédica) 1/¢(z) tiene un polo en cada cero de ¢(z) y viceversa. Como
1/¢(z) debe tener al menos dos polos, ¢(z) se anula en al menos dos puntos
a, B de su paralelogramo fundamental.

Veamos la imposibilidad de otro cero. Sea ¢(z) una funcién doblemente
periddica con los mismos dos periodos de ¢(z) y dos polos «a, 3 (ceros de
©(z)). Por la proposicién anterior, todas las funciones con estas propiedades
son de la forma A(z) + 7. Elijamos 7 = —A¢(7), donde v es un polo de

©(z), y construyamos la funcién (con las mismas caracteristicas de 1(z)):
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Ahora, consideremos la funcién producto ¢(z)x(z). Por la forma como fue
construida, esta funcién tiene a lo sumo un polo’. Esto implica que es una
constante. En consecuencia, los ceros de ¢(z) son precisamente los infinitos

de x(2), o sea, a'y f. O

El espacio vectorial encontrando también conduce a la siguiente intere-

sante propiedad.

Proposicién 3.3. Si ¢(z) es una funcidn meromorfa doblemente periddica

con dos polos a, B, entonces p(z) = p(a+ 5 — z).

Demostracion. Ya que p(a + 8 — z) tiene los mismos periodos y los mismos

polos de ¢(z), es un elemento de nuestro espacio vectorial. Es decir,
pla+B—2) = Aplz) +7.
Pero también, ¢(z) = Ap(a + B — z) + 7. De donde,
(1+A)(e(2) = (e + f = 2) = 0.
Pero A = —1 no es posible. Efectivamente, en tal caso se tendria
(o) +platf—z) =T

Y, con el cambio de variable z = (a + [5)/2 + t, se podria definir

ro=¢(32+0) -3

2

Esta funcién tendria los mismos dos peridos de ¢(z), digamos 2w, 2w’. Sin
embargo, tendria cuatro ceros: 0,w,w’, w + w'?. Esto no puede ser. La tnica

posiblidad que queda es ¢(z) = p(a + 8 — 2). O

!'Nétese de nuevo el supuesto sobre los comportamientos asintéticos de las funciones.
2Aqui Liouville utiliza conocidas propiedades de las funciones doblemente periédicas,

consecuencias inmediatas de la férmula de adicién: ¢(z +w) = —p(2), p(z +w') = —p(2),
Pz +w+w) =—p(2).
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De paso, encontramos la forma de la parte fraccionaria de ¢(z).

Corolario 3.4. Si p(2) es una funcion meromorfa doblemente periddica con
dos polos «, B, entonces

(N =an (25 +25)

z—a z-—p

Demostracion. En verdad,

. a_1 b,1 . . a_q b,1
(P2} = ot e = fpla+ 8-y = -
Debemos, pues, tener que a_; = b_1. O

La proposicién anterior y su corolario son muy generales pues son validos
en todo el plano. Sin embargo, recordamos que las cosas se simplican grande-
mente tomamos (sin perder generalidad) a la funcién doblemente periédica
como restringida a su paralelogramo fundamental.

Proposicién 3.5. Si ¢(z) es una funcidn meromorfa doblemente periddica

con dos polos o, B y dos ceros a,b en un paralelogramo fundamental, entonces
a+pf=a+b

Demostracion. La funcién ¢(z) = 1/¢(z) es también meromorfa y doble-
mente periddica con dos polos en a,b y dos ceros en «, 3. Por lo dicho més

arriba,
U(z) =¢la+b-2)
y lo mismo es valido para ¢(z). Por lo tanto,
ola+8—2z2)=pla+b—2).
La doble periodicidad de esta funcion implica entonces que
(a+ B) — (a+b) = m2w + m'2uw', para ciertos m,m’' € Z.

Como estamos en un paralelogramo fundamental, m = m’ = 0. O

Este hallazgo permite asumir siempre que, para las funciones estudiadas
en este capitulo, los ceros y los polos (distintos, claro estd) yacen en el interior
de un rectangulo fundamental.
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3.3. Propiedad algebraica mas general

Las ideas de la seccién anterior nos llevan a descubrir una cualidad al-
gebraica mucho mas interesante y general para las funciones elipticas que

tienen los mismos periodos.

Teorema 3.6 (Cuarto de Liouville para las funciones elipticas). El conjunto
de todas las funciones meromorfas doblemente periddicas que tienen perio-
dos 2w, 2w’ (sin importar donde quedan sus dos polos y sus dos ceros) se
puede caracterizar en términos de funciones lineales y racionales. Con mds
precision, si ¢(z) es un elemento de dicho espacio, las demds funciones con

estas propiedades se dejan escribir como

donde ® es una aplicacion afin o una funcion racional con coeficientes com-

plejos.

Demostracion. Sea ¢(z) una funcién de esta clase con polos «, 5. Con ella
queremos construir una funcién (z) con los mismos periodos y con polos

7,0 y ceros ¢,d = v+ — ¢3. Afirmamos concretamente que basta poner

_ A x ©(z+ 20) — ¢(21)
) = A )~ o)

donde A es una constante y zp, 21, 2o se han de escoger adecuadamente. Ob-
servamos que la férmula de adicién eliptica garantiza que esta funcién es

racional en ¢(z). Lo que queremos se logra con

2=5(a+pB+~v-0),

z2==(a+p+c—d)),

el el

n=glatB—y—0)=3(a+f—c—d).

3Recalcamos el uso de la proposicién anterior
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La tnica expresién que requiere explicacion es la tultima (para z;). Sin em-

bargo, la igualdad es cierta por la proposicién anterior?. O
He aqui la redaccién original de Liouville (1880, p. 289):

Dada una funciéon doblemente periédica con dos indices de period-
icicad® 2w, 2w’ y dos infinitos dados, todas las demds son funciones

racionales lineales o fraccionarias de ella.

Figura 3.1: Niels Henrik Abel (1802-1829).

Esta imagen, extraida de una estampilla noruega, ha sido tomada de

http://ro.math.wikia.com/wiki/Transformarea lui Abel

4De nuevo.
5Es decir, periodos.



CAPITULO 4

Funciones elipticas con mas de dos polos

Comencemos este capitulo con palabras del propio Liouville, a través de
Borchardt:

Las funciones doblemente periédicas con dos infinitos no son sola-
mente las mas simples funciones de este género, sino que forman
al mismo tiempo los elementos con los que se construyen alge-
braicamente las funciones doblemente peridédicas con multiples

infinitos.

Veamos sus razones.

4.1. Representaciones por sumas

Sea 1(z) una funcién eliptica cualquiera, es decir, con polos distintos (o

sea, irreducibles uno a otro) «, oy, as, ... Es decir,

W= A

zZ— zZ — 1 Z — Q9

Consideremos a continuacion las siguientes partes fracionarias, correspondi-

entes a funciones elipticas de dos polos tnicamente, los cuales se indican
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junto al argumento de la funcién:

{p(zra,an)} = 2 — O
{o(z;01,00)} = f—il - f—zw

{o(z;00,03)} = ﬁ_f;Q - ﬁ_f;g

y asi sucesivamente. Para tener

{¥(2)} = Bi{o(zia,an)} + Bo{p(z; 01, 2) } + Ba{p(2; a2, 03) } + -+,
basta con poner

A+ A+ Ay
— G

B; i=1,2,3,...

Asi pues,
Y(2) = B+ Bip(z;a,a1) + Byp(z; o, ag) + Bap(z; g, a3) + -+ .

Teorema 4.1. Cualquier funcion eliptica se puede respresentar como una

combinacion lineal de funciones elipticas de dos polos.

Si se tiene que A; = —A, A3 = —A,, ..., tenemos B,, = 0,n € N. Este

hecho sencillo implica el siguiente resultado.

Corolario 4.2. Una funcion eliptica 1¥(z) con 2n infinitos

a7a17"’7an*1757617"'7/3an

y parte fraccionaria

A A N A A N
Cz—a z—-fB z—aq z—p

se puede representar bajo la forma

U(z) = C" + Co(z;a, ) + Cro(z;an, f1) + - - + Cr10(2; @i, Bai).
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4.2. Representaciones por productos. Ceros

y polos

Sea 1(z) una funcién eliptica cualquiera con dominio restringido a su

paralelogramo fundamental. Supongamos también que

U(z) =

oo z=ao,q1,09,...,0, 1,
0 Z2=Q,01,00, ..., 0n_1.

Notamos que, en este momento, n puede ser distinta de m. Se entiende,
ademads, que estos ceros y polos yacen en la region fundamental. Construyamos

las cantidades

b = a+a;—a,
bl = a2+b—a1,

by = a3z+0b —as,

bp—o = 01+ by_3— an_2g,

donde las sumas del lado derecho se toman modulo los periodos. De esta
forma, estas cantidades estan contenidas en el paralelogramo fundamental.

Definamos ahora la funcién producto
CU(Z) = 80(27 a, Qa; a, b) X (10(27 Qg, bu ay, bl) X X ()0(27 Ap—1, bn73; apn—2, bn72)7

donde las funciones ¢ denotan funciones con dos polos y dos ceros. Los dos
polos se escriben luego de la variable z, los ceros después de éstos. Por la
forma como se ha construido, los ceros y polos de w(z) yacen en puntos
distintos a los b, by, ..., b,_3'.

Ahora bien, procedamos por casos para comparar n con m. Si m < n, la

funcién cociente
w(z)

¥(2)

!Llamamos de nuevo la atencién sobre la suposicién de identidad en el comportamiento

asintético alrededor de los ceros y los polos
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es doblemente periédica y meromorfa y no tiene polos ni en los puntos « ni
en los a, pero esto es imposible, a menos que sea una constante. Si m > n,

el cociente reciproco
¥(z)

w(2)

es una funciéon con un tnico polo en z = b,_5. Debe ser, pues, una constante.
En conclusion,

P(2) = C xw(z),

C' constante (distinta de cero). Asi pues, m = n.

Asi pues, hemos generalizado la Proposicién 3.2.

Teorema 4.3. En el paralelogramo fundamental de cualquier funcion eliptica

¥(2), el numero de polos distintos es igual al nimero de ceros distintos.

Ademsds, si notamos que los ceros de 1(z) y w(z) coinciden, se debe tener
en particular que

n—1 n—1
bn_gzan_1<—>04+§ Oéi:(l—f——f—g a;.
=1 =1
Teorema 4.4. Mddulo sus periodos, la suma de los polos de una funcion
eliptica cualquiera es igual a la suma de sus ceros.

En el camino, hemos encontrado que

Teorema 4.5. Toda funcion eliptica 1(z), con n ceros (y n polos), se puede

representar como el producto de n — 1 funciones elipticas de dos ceros (y dos

polos).

4.3. Funciones con un nimero par de polos

Si nos restringimos al caso en que n es par, entonces sus polos y ceros

estan relacionados por

a+o; = a-+aq,
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Qs + a3 = &2+CL3,

Op—2+ Qp1 = Gp-2+ Qp1.

Con esto se tiene la suerte de que los factores segundo, cuarto, sexto, etc. de

la representacion
w(z) = @(z;a, 013 a,b) X (25 g, byar, by) X - - - X ©(2; A1, bp—3; A2, an_1)?,

son constantes debido a los consabidos teoremas de los capitulos anteriores.

En concordancia, obtenemos otra consecuencia importante.

Corolario 4.6. Sea ¥(z) una funcion eliptica con 2n,n € N, polos de tal

suerte que

too z= a, Qq, 0y, . .. 7an71;ﬁ7517627 s 7ﬁn717
U(z) =

0 Z:a’7a17a27"'7am—1;bab17b27"'7bm—1'
Si también
a+o; = a-+aq,
Qo + a3 = CLQ‘l’(Ig,
Qp_9+Qp_1 = Gp_9+ Gy_1,

entonces

ZD(Z) = C¢<2a O‘aﬁ;(%b)xgp(z; alaﬁl;ala bl)x' ' XQO(Z, an—laﬁn—l;an—%an—l)-

Es decir, solamente son necesarios n factores.

2Nétese el uso de by_s = a,_1.
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Figura 4.1: Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851).

La foto de la figura 4.1 ha sido tomada de http://angelustenebrae.li-
vejournal.com/15908.html



Conclusiones

Sobre Liouville y la Variable Compleja

La teorfia de las funciones de una variable compleja, tal como la cono-
cemos hoy, es el fruto de muchos anos de trabajo, de paciénte remocion de
redundancias. . .

Liouville, a diferencia de Abel y Jacobi, si disponia de una teoria sobre
estas funciones. Sin embargo, dicha teoria no estaba tan depurada como en
la actualidad. A lo largo de su vida, cambié varias veces de opinién sobre el
teorema que lleva su nombre, como lo muestra la interesante monografia de
Peiffer (1983).

Mas profundamente, el concepto contemporaneo basico de funcién holo-
morfa no fue totalmene claro para muchos matematicos decimononicos. Para
explicar este asunto, basta mirar el libro de Briot y Bouquet (1859), o el de
Laurent (1880). Detengdmonos en la definiciéon de funcién monddroma que

dan los dos primeros autores en 1859:

Aceptemos que la variable z esta restringida a cierta porcién del
plano. Si la funciéon v toma el mismo valor en un mismo punto,
cualquiera que sea el camino seguido para llegar alli, sin salir de
la porcion de plano considerada, M. Cauchy dice que la funcion

es monddroma en esta porcion del plano.

En el mismo espiritu, heredero directo de Cauchy, Briot y Bouquet (1859)
definen lo siguiente.
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Cuando el valor de la derivada es independiente de la direccién
del desplazamiento, en otras palabras, cuando la funcién admite
una derivada unica en cada punto, M. Cauchy dice que la funcién

es monogena.

El estudiante de Variable Compleja de hoy reconoce en estas dos definciones
ciertas propiedades de las funciones diferenciables en el sentido complejo, si
bien en un orden distinto al actual, en el que la defincién de funcién holomor-
fa precede al Teorema Integral de Cauchy. Afios més tarde, Laurent (1880)
da definiciones similares, pero en el orden natural al lector contemporaneo:
primero funcién mondgena, luego funcién monédroma. Remitimos a los in-

teresados en el tema a leer esta otro interesante fuente bibliografica.

Sobre el Teorema de Liouville-Borchardt

Desde el exterior, todo parece indicar que el Teorema de Liouville-Bor-
chardt

“si f: D — S esuna funcién holomorfa no constante cuyo médulo

alcanza un maximo local en z € D, entonces f(z) = 00”

es equivalente, de alguna forma, a la siguiente consecuencia inmediata del

Teorema de Liouville

“si f:C — S es una funcién holomorfa no constante, entonces f

no es acotada’.

Bueno, al menos para los dominios simplemente conexos D. Sin embargo,
una mirada més cercana al asunto revela que se trata de resultados distintos.
Ciertamente, tanto el argumento a la Cauchy invocado por Borchardt, como
la versiéon deducida del Teorema de la aplicacion abierta dejan ver que el
principio del moédulo es un resultado local. De otra parte, el Teorema de
Liouville es un resultado global, que se fundamenta en el hecho de que el

plano complejo no es acotado.
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De otro lado, la primera afirmaciéon se aplica al dominio simplemente
conexo C. Pero la hipdtesis adicional sobre el maximo no se puede quitar,
como lo demuestra la existencia de aplicaciones f : C — S que toman siempre
valores finitos (f(z) = 2) y que dejan de ser acotadas debido a que |f(z)]
tiende al infinito cuando z lo hace. Tampoco la hipotesis restringida de la
segunda para el plano puede implicar la existencia de un maximo para el
modulo en el caso en que D C C es acotado. Todo lo contrario, el Principio
del maximo asegura que dicho maximo ocurre en la frontera de D.

La confusién surge de razones mas profundas en la teoria de las superficies
de Riemann. Es bien sabido que el Teorema de la aplicacion conforme de

Riemann afirma que

Si D es un dominio simplemente conexo en el plano z, que no es ni
C ni S, entonces existe una funcién holomorfa biyectiva w = f(z)

de D sobre el disco unitario |w| < 1.

Por lo tanto, el problema se reduce a considerar el disco unitario y el plano
complejo. Pero ellos no pueden ser conformemente equivalentes puesto que
toda aplicacion holomorfa del plano al disco es acotada y, asi, constante en

virtud del (hoy llamado) Teorema de Liouville.

Sobre el legado de Liouville para las funciones

elipticas

La principal contribucién de J. Liouville a la moderna teoria de las fun-
ciones elipticas ha consisitido en fundarlas sélidamente sobre el calculo com-
plejo. Este hecho no fue totalmente notado por Abel (1827) ni por Jacobi
(1829), los padres de las funciones elipiticas complejas.

Ciertamente, si algo sorprende en este trabajo es la sencillez de las de-
mostraciones de Liouville (1880), en comparacién con los largos procedimien-
tos algebraicos y analiticos de sus predecesores. Todo se debe, en esencia, a

las poderosas propiedades de las funciones holomorfas y meromorfas. Ellas
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reducen (a grosso modo) el analisis complejo a una serie de sencillas mani-
pulaciones algebraicas y topoldgicas. Claro esta, en la época de Liouville no
estaba disponible la Topologia como la conocemos hoy en dia.

De todos modos, después de Liouville las funciones elipticas pasaron a
ser un capitulo, a menudo no muy bien ensenado, de las funciones de una

variable compleja.

Sobre el estilo matematico decimonodnico de Li-

ouville

El Liouville de 1847 es, sin duda, un discipulo avanzado de Abel (1827) y
de Jacobi (1829). Y no nos referimos solamente a los contenidos que estudia,
sino también a su estilo. La simplicidad algebraico-topoldgica a la que nos
referimos en el objetivo anterior se debe también, casi que seguramente, al
cambio en la manera de concebir las matematicas acaecido en la primera
mitad el siglo XIX. Este nuevo modo matematico de pensar se ve reflejado
por excelencia en el nacimiento del algebra abstracta, cuyos artifices fueron
Galois y el mismo Abel.

Tal cambio de paradigma matematico no constituye materia para este
trabajo. Sin embargo, sabemos que es tema de investigaciones actuales. Basta
aqui con citar el trabajo doctoral de Henrik Kragh Sgrensen (versién 2010).
En particular, invitamos al lector a consultar la tercera parte de este trabajo

investigativo, que lleva por titulo Interlude: Abel and the ‘new rigor’.

Sobre las propiedades algebraicas de los con-

juntos de funciones elipticas

Ahora, de cara a las tareas que Liouville dejo para su posteridad en las
funciones elipticas, debemos senalar primero al estudio de las propiedades al-

gebraicas de ciertos conjuntos distinguidos de funciones elipticas. En lenguaje



38

de hoy, Liouville (1880) dejé una tarea para los analistas posteriores, a saber:
determinar estructuras algebraicas para las funciones elipticas que comparten
sus periodos y sus polos, o para aquellas que tienen solamente los mismos

periodos, o para aquellas que poseen otras caracteristicas similares.

Sobre los ceros y los polos de una funcién elipti-

Ca

La otra tarea pendiente que nos deja la lectura de Liouville (1880) es el
estudio de las propiedades geométricas de las funciones elipticas. En otras pa-
labras, queremos entender mejor sus graficas y, en particular, los subdominios
donde son inyectivas. De esta manera, podremos decir que las entedemos del
mismo modo que comprendemos la funcién exponencial, el logaritmo y las
funciones trigonométricas e hiperbédlicas complejas. Este estudio puede cier-
tamente convertirse en un nuevo proyecto de investigacién sobre la historia

de las funciones elipticas.
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