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RESUMEN

El trabajo de investigacion que presentamos hizo referencia a un estudio relacionado con el
proceso de comprender de la Funcion Lineal (FL), evidenciado en estudiantes del grado
noveno de una institucion educativa oficial de Medellin, considerando como referente
tedrico los Modos de Pensamiento de Ana Sierpinska (2000) y como disefio metodoldgico
el Estudio de Casos de Stake (2010).

La problematica de investigacion se origind, en algunas dificultades identificadas en las
competencias matematicas, que segun el curriculo nacional deben alcanzar los jovenes
desde la interpretacion, razonamiento-argumentacion y formulacién-ejecucion, los que
estan en estrecha relacion con el objeto matematico indagado en la investigacion. Otras de
las dificultades que se logran detectar se encuentran directamente relacionadas con la
manera como se ha venido abordando dicho objeto en el contexto educativo, donde se le ha
dado prioridad a la interpretacion geométrica y aritmética, dejando de lado el analisis
estructural que busca tener en cuenta las propiedades y axiomas que lo definen. En la
presente investigacion este ultimo enfoque es precisamente el que se quiere resaltar en la
comprension de la FL, a través de la indagacion de los elementos articuladores entre los tres
modos de pensar la FL-Sintético-Geométrico FL, Analitico-Aritmético FL y Analitico-
Estructural FL— para contribuir asi con la comprensién profunda del concepto FL, donde el
estudiante pueda comprender la FL en los tres modos, definidos explicitamente asi:
Sintético-Geométrico FL como la linea recta que representa una correspondencia
proporcional, Analitico-Aritmético FL expresado como la ecuacion general de la linea recta
y Analitico-Estructural FL descrito como lugar geomeétrico.

Con base en los antecedentes epistemoldgicos rastreados, asi como de la experiencia
docente, y tomando como referente la teoria Modos de Pensamiento, se disefiaron diversas
situaciones contextualizadas, desde tres interpretaciones diferentes, en donde no solo se le
dio prioridad a lo Aritmético y Geométrico, sino también a lo Estructural como parte
importante del concepto que se estd investigando. Cabe mencionar también, que de estas
maultiples interpretaciones de la FL surgen cuatro articuladores, los cuales se nombran i)
Coordenadas Cartesianas, ii) Pendiente y Punto de Interseccion de la recta con el eje y, iii)
Plano Cartesiano junto a la recta como lugar Geométrico—, los cuales permitieron validar la
articulacion entre los tres modos de pensar FL.

PALABRAS CLAVE: Funcién Lineal, Articuladores, Ensefianza, Aprendizaje, Modos de
Pensamiento.



ABSTRACT

The research work we presented, made reference to a study related to the process to
understand the linear function (FL), evidenced in students of ninth grades, at a public
educational institution in Medellin, considering as a theoretical referent the modes of
thinking by Ana Sierpinska (2000) and as a methodological design, The Art of Case Study
Research by Stake (2010).

The research problem originated, starting from some difficulties identified in the
mathematical competences, which according to the national curriculum must reach young
people from the interpretation, reasoning-argumentation and formulation-performance,
being closely related to the mathematical object researched in the investigation. Other
difficulties that are detected, are directly related to the way in which this object has been
addressed in the educational context, where priority has been given to the geometric and
arithmetic interpretation, leaving aside the structural analysis that seeks to take into account
the properties and axioms that define it. In the current research, this last approach is
precisely the one that we want to highlight in the understanding of the FL, through the
investigation of the articulating elements between the three modes of thinking FL-
Synthetic-Geometric FL, Analytical-Arithmetic FL and Analytical -Structural FL- to thus
contribute to the deep understanding of the FL concept, where the student can understand
the FL in the three modes, defined explicitly as follows: Synthetic-Geometric FL described
as a straight line, Analytical-Arithmetic FL expressed as the general equation of the straight
line and Analytic-Structural FL described as a locus.

Based on the tracked epistemological background, as well as the teaching experience, and
taking the theory Modes of Thinking as a reference, several contextualized situations were
designed, from three different interpretations, where not only the Arithmetic and Geometric
were given priority, but also to the Structural as an important part of the concept that is
being researched. It is also worth mentioning that from these multiple interpretations of FL
there are 4 articulators which are named as follows -Cartesian Coordinates, Slope and
Intersection Point of the line with the y-axis, Cartesian Plane and Properties of the line as
the locus-these elements allowed to validate the articulation between the three ways of
thinking FL.

KEYWORDS: Linear Function, Articulators, Teaching, Learning, Modes of Thinking.



SOMMARIO

Il lavoro di ricerca qui presentato, ha fatto riferimento a uno studio relativo al processo di
comprensione della Funzione Lineare (FL), evidenziato negli studenti di una scuola
pubblica di Medellin, considerando come riferimento teorico i Modi di Pensare di Ana
Sierpinska (2000) e come metodologia lo Studio di caso di Stake (2010).

Il problema di ricerca ha avuto origine da alcune difficolta individuate nelle abilita
matematiche, che il curriculum nazionale dovrebbe raggiungere i giovani dalla
interpretazione, ragionamento-argomentazione e la formulazione-esecuzione, essendo in
stretta relazione con l'oggetto matematico indagato nella ricerca. Altre difficolta rilevate
sono direttamente correlate al modo in cui questo oggetto € stato affrontato nel contesto
educativo, dove e stata data priorita all'interpretazione geometrica e aritmetica, lasciando da
parte l'analisi strutturale che cerca di prendere in considerazione le proprieta e gli assiomi
che lo definisce. Nella presente inchiesta quest'ultimo approccio & precisamente di
evidenziare la comprensione della FL, attraverso I'indagine degli elementi articolatori tra i
tre Modi di Pensare la FL- Sintetico-Geometriche FL, Analitiche-Aritmetiche FL e
Analitico-Structurale FL— per contribuire con la comprensione profonda del concetto FL,
dove lo studente pud comprendere la FL in tutte le tre modalita, esplicitamente definito
come segue: Sintetico-Geometriche FL descritta come una linea retta, Analitiche—
Aritmetiche FL espresso come equazione generale della linea retta e Analitico-Strutturale
FL descritto come luogo geometrico.

Sulla base di sfondi epistemologiche tracciati cosi come la esperienza di insegnamento, e
prendendo come riferimento la teoria Modi di Pensare, sono state progettate diverse
situazioni contestualizzate da tre diverse interpretazioni, in cui non solo ha dato la priorita
allo aritmetico e geometrico, ma anche allo Strutturale come parte importante del concetto
che viene studiato. Vale la pena menzionare, che da queste molteplici interpretazioni del FL
sorgono quattro articolatori che sono denominati come segue -Cartesiane Coordinate,
Pendenza e Punto di Intersezione della linea con I'asse y, Piano Cartesiano e Proprieta della
retta come luogo geométrico— questi elementi hanno permesso di convalidare
I'articolazione tra i tre Modi di Pensare FL.

PAROLE CHIAVE: Funzioni Lineare, Articolatori, Insegnamento, Apprendimento, Modi
di Pensare.



INTRODUCCION

La Didactica de la Matemética siempre se ha preocupado por encontrar respuestas y
mejoras a los procesos de ensefiar y aprender la Matematica, dando asi la oportunidad que
tanto docentes como estudiantes se planteen nuevas formas de asumir el proceso de
ensefianza y aprendizaje de esta disciplina. Para el topico matematico particular de la
presente investigacion, y luego de analizar los resultados que presentan estudiantes del
grado noveno en las pruebas externas planteadas por el Ministerio de Educacion Nacional,
conocidas en Colombia como Pruebas Saber, se detectan mdltiples dificultades en los
componentes Numeérico-Variacional y Geométrico-Métrico, asi como en las competencias
matematicas que los involucra, tales como el razonamiento, la interpretacion,
argumentacion, y la formulacion y ejecucion. Es a partir de este rastreo que se identifica un
objeto matematico que transversaliza dichos componentes, considerando de esta forma la
Funcion Lineal como objeto de estudio, y sobre el cual se hace todo el constructo teorico y
se implementan diferentes estrategias que seran puestas a prueba en el desarrollo de la
presente investigacion.

Al indagar por diferentes estudios relacionados con la Funcion Lineal, como los reportados
por Fabra y Deulofeu (2000); Ospina (2012); Acosta y Joya (2013), se pone de manifiesto
el objeto matematico Funcion Lineal al ser analizarlo desde diferentes puntos de vista;
resaltando elementos relevantes como es el caso del uso del pensar aritmético y geométrico
a través del estudio de las regularidades, mediado por las herramientas tecnolégicas en el
proceso formativo, dejando de lado el andlisis desde sus propiedades y axiomas,
limitandose al estudio sélo desde dos interpretaciones desconociendo su parte estructural,
siendo este Ultimo el enfoque que se quiere fortalecer en la presente investigacion, sin
descartar lo aritmético y lo geométrico, de hecho, lo que se busca es una articulacién entre
lo geométrico, lo aritmético y lo estructural de la Funcién Lineal, que contribuye a una
comprension profunda del concepto.

Dicha articulacion se argumenta desde la teoria Modos de Pensamiento planteada por la
doctora Ana Sierpinska; esta teoria permite indagar en la manera en que los estudiantes
comprenden el objeto matematico, asi como en aquellos elementos que lo movilizan entre
los Modos Analitico-Aritmético (AA-FL), Sintético-Geométrico (SG-FL) y Analitico-
Estructural (AE-FL)" de la Funcién Lineal, que facilitan la conexion entre uno y otro.
Dicha teoria posibilita que el estudiante sea quien construya de forma directa el concepto en
cuestion, propiciando la posibilidad de interpretarlo de diferentes maneras a medida que
transita de una representacion a otra, aspectos que tienen implicaciones positivas en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica.

El trabajo de investigacion se organiza en seis capitulos como se describe a continuacion:

! Estos modos se describen explicitamente en el capitulo 3



Capitulo 1: En este capitulo, denominado “Problematica, Antecedentes y Objetivos de
Investigacion”, se describen aquellos elementos que sustentan la problematica y el porqué
del objeto matemaético en cuestion, para lo cual se retoman los resultados obtenidos en
pruebas externas. Ademas, se realiza un recorrido a las mallas curriculares institucionales y
coémo se aborda desde algunos textos de estudio el objeto matemético. Posteriormente, se
hace un rastreo a las investigaciones y enfoques tedricos predominantes en la ensefianza del
concepto Funcién Lineal, analizando lo que ocurre cuando se pasa de una perspectiva a
otra. A partir de estos elementos se plantean algunas preguntas y se definen los objetivos
que demarcaran el rumbo de la investigacion.

Capitulo 2: El capitulo se ha denominado “Aspectos Histdorico-epistemoldgicos de la
Funcidn Lineal”, donde se realiza un andlisis historico por algunas culturas que aportaron
significativamente a la evolucién de lo que hoy se conoce como funcion, enfocandolo como
aquel que fundamenta la génesis de la Funcidn Lineal, enriqueciendo la indagacién
epistemoldgica y didactica. Asi también, muestran las dificultades que se presentaron en el
desarrollo del concepto en estudio y de su evolucion, identificando como algunos
elementos matematicos siglo tras siglo se han transformado para conformar lo que se
conoce como Funcidn Lineal.

Capitulo 3: Este capitulo se ha denominado “Marco Teorico”, donde se exponen los
fundamentos conceptuales de la Didactica de la Matematica que sustentan la investigacion.
Se describen los elementos mas importantes de la teoria Modos de Pensamiento
(Sierpinska, 2000). Ademas se plantean situaciones de aula elaboradas a la luz de dicha
teoria, a partir de las cuales se proponen los articuladores hipotéticos que propician un
posible transito entre los Modos de pensar la Funcion Lineal.

Capitulo 4: Este apartado se denomina “Diseiio Metodologico” y corresponde a la
metodologia utilizada que se fundamenta en el Estudio de Casos, para proveer de un
sustento empirico experimental a la investigacion. Se realiza una descripcion de las
herramientas a utilizar en la recoleccion de informacion, se definen las etapas de
investigacion y se describen las unidades de analisis.

Capitulo 5: En el desarrollo de este capitulo, que ha sido nombrado “Andlisis de Datos”, se
identifica el analisis a priori y a posteriori tanto del cuestionario, como de la entrevista
Semi-Estructurada, los cuales son parte fundamental de la implementacion, se pone en
evidencia los Modos de pensar la Funcion Lineal que priorizan los estudiantes, asi como los
articuladores presentes en las articulaciones entre un Modo y otro. Al final de cada analisis
a posteriori, se plantean algunas conclusiones a la luz de la teoria que fundamenta la
investigacion.

Capitulo 6: Finalmente, en este capitulo, denominado “Conclusiones”, se plantean las
conclusiones obtenidas a partir de las evidencias empiricas que se derivan de los analisis



realizados en el capitulo anterior. Dichas conclusiones son definidas desde varios enfoques
que sustentan los hallazgos obtenidos en cada Caso de Estudio.
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En este capitulo se describen los elementos que sustentan la problematica y el porqué del
objeto matematico en cuestion. Para esto, se retoman los resultados obtenidos en las
pruebas nacionales—Icfes—ademé&s, se realiza un recorrido a las mallas curriculares
institucionales y cémo se aborda desde algunos textos de estudio el objeto matematico.
Posteriormente, se hace un rastreo a las investigaciones y enfoques tedricos predominantes
en la ensefianza del concepto Funcion Lineal, dando una mirada a sus diferentes
interpretaciones en lo general y en lo especifico. A partir de estos elementos se plantean
algunas preguntas y se definen los objetivos que trazaran el rumbo de la investigacion.

1. PROBLEMATICA DE INVESTIGACION

El problema que motiva esta investigacion surge de la revision de los resultados obtenidos
en las Pruebas Saber grado 5° y 9° del afio 2015, propuestas por el Ministerios de
Educacién Nacional (MEN, 2010). Dicha revision permite detectar las dificultades que
presentan los estudiantes en los componentes Numeérico-Variacional y Geométrico-Métrico,
a partir de los cuales se identifica un objeto matematico que transversaliza dichos
componentes, Funcién Lineal.

Se debe resaltar que las pruebas mencionadas nacen de la necesidad de mejorar la calidad
de la educacién en Colombia y de la definiciébn de los estandares, como aquellos
parametros que nos indican qué deben alcanzar los estudiantes. Para evitar confusiones, el
MEN, a partir del afio 2010, etiqueté a todos los exdmenes nacionales con un solo nombre,
SABER, refiriéndose a las evaluaciones que debe presentar todo estudiante colombiano
cuando finaliza los grados tercero, quinto, noveno, undécimo, respectivamente, y en el
ultimo afio de educacion superior (ya sea una carrera técnica, tecnoldgica o profesional). En
dichas pruebas se evalla la habilidad del estudiante para aplicar sus conocimientos en las
areas de Matematicas, Lenguaje, Ciencias Naturales y Sociales, y un componente de
ciudadania (MEN, 2010).

La toma de datos para su posterior analisis se realiza con estudiantes del grado noveno de
una institucién en la ciudad de Medellin; estos se encuentran en un rango de edades que
oscilan entre los 14 y 17 afos; esto permite identificar falencias significativas en los
componentes descritos desde las competencias interpretativa, razonamiento 'y
argumentacion. Ademas, especificamente se evidencia como al estudiante se le dificulta
interpretar la grafica de una Funcion Lineal y establecer su ecuacion a partir de esta. De
igual forma presentan falencias en la “modelacién de expresiones algebraicas que
representan funciones polinomicas.

En el mismo sentido, se observa que en el componente variacional y geométrico los
estudiantes presentan un desempefio bajo en los aprendizajes evaluados, correspondiente al

% Tomado de Lineamientos Curriculares de Matematicas. MEN. 1998.

14



72%. Estos son analizados a la luz de las competencias comunicativa, razonamiento y
resolucion de problemas, encontrando aprendizajes que deben mejorar, resaltando los
siguientes: el uso de diferentes representaciones para modelar situaciones de variacion, la
falta de reconocimiento del lenguaje algebraico, identificacion de caracteristicas de graficas
cartesianas, uso de expresiones algebraicas equivalentes y de propiedades de los nimeros
reales para resolver problemas, asi como la solucion de problemas en situaciones de
variacion con funciones polinémicas (Icfes, 2015).

Otro elemento a tener en cuenta en el anéalisis fueron los simulacros realizados por la
Alcaldia de Medellin en el afio 2016. De acuerdo con los resultados obtenidos, hay niveles
de desempefio bajo en los componentes numérico-variacional y geométrico-métrico
correspondientes al 74.5% de la poblacion evaluada, componentes en los que segun los
estandares de matematicas (MEN, 2010), se encuentra ubicado el objeto matematico a
intervenir en esta investigacion.

De igual forma, en las competencias evaluadas (interpretativa, razonamiento vy
argumentacion, formulacion y ejecucion) los estudiantes no alcanzan a llegar a la media
Nacional que se ubica en 50 para el 2016, segun el indice Sintético de Calidad Educativa
(ISCE).

1.1. ANALISIS DIDACTICO DE LA FUNCION LINEAL DESDE LA MALLA
CURRICULAR INSTITUCIONAL

En la malla curricular el concepto de funcidn esta implicito desde los primeros grados de la
etapa escolar, donde se inicia a trabajar la matematica de forma simbdlica; en el grado
cuarto se trabaja con proporcionalidad y de manera mas simbdlica ecuaciones en grado
quinto, siendo esto el fundamento principal para trabajar la Funcién Lineal en la
secundaria. En el grado sexto, se contextualiza el trabajo con las ecuaciones en una variable
en el conjunto numérico de los naturales, y en séptimo se involucran ejes coordenados con
los sistemas cartesianos, razones y proporcionalidad inversa y directa; en este punto se
trabaja con las representaciones en lenguaje natural, numérico y simbolico.

En los grados posteriores se profundiza el estudio de la Funcion Lineal al abordar algebra
en octavo y noveno, siendo este Gltimo donde se trabaja el objeto matematico en su
expresion analitica y gréfica.

En la Educacion Media nuevamente se retoma la Funcién Lineal, como punto de partida en
la definicién de otras funciones como exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, entre
otras, a partir de las cuales se trabaja el concepto de limite de funciones y a la funcién
derivada.

Al observar la malla curricular se evidencia que el objeto matematico se aborda desde muy
temprano en la etapa escolar; sin embargo, solo se privilegia dos tipos de interpretacion
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(algebraica y geométrica) dejando de lado las estructuras en las cuales el estudiante debe
favorecer las propiedades del objeto matematico.

Por otro lado, en el curriculo institucional y nacional, el objeto matematico se ve
desarticulado desde lo algebraico, lo geométrico y lo estructural, ademas que no se
observan estrategias claras que propicien una interrelacion entre estas y el uso de
articuladores en el sentido de entrelazar dos dominios que lleven al estudiante a la
comprension profunda del concepto.

En la investigacion realizada por Fabra y Deulofeu (2000), se detecta que, en el &mbito
escolar, el trabajo con la Funcion Lineal se reduce a trazar la gréfica a través de una serie
de pasos definidos por el docente, dejando de lado las otras representaciones, o que no
determina una fuente de error en el aprendizaje y reconocimiento de la funcion.

Al respecto, Cantoral y Montiel (2001) argumentan que la funcion puede tener diferentes
interpretaciones dependiendo del contexto en el cual se plantea, pero resaltan la
importancia de propiciar en el estudiante el paso de una representacion a otra de una
manera dindmica.

Retomando las ideas de las dos investigaciones anteriores, sefialamos que con la presente
investigacion se indaga en como los estudiantes describen y reconocen las diferentes
interpretaciones de la Funcion Lineal y ademas, a través de que elemento matematico se
logra transitar para asi analizar las implicaciones en el proceso de ensefianza aprendizaje de
este topico.

1.1.2 ANTECEDENTES ASOCIADOS A LA FUNCION LINEAL

Respecto al objeto matematico de investigacion, el Ministerio de Educacién Nacional en
los Estandares Basicos de Competencias Matematicas, plantea algunos estandares
curriculares que permiten entender las competencias que deben desarrollar los estudiantes
al finalizar el grado noveno, deben haber alcanzado. Dentro de estos se encuentran las
siguientes:

En el componente Numérico-Variacional plantea:

Identifico relaciones entre propiedades de las graficas y propiedades de las ecuaciones
algebraicas.

Uso procesos inductivos y lenguaje algebraico para formular y poner a prueba conjeturas.

Modelo situaciones de variacion con funciones polindmicas.

En el componente Geométrico-Métrico propone los siguientes:
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Identifico y utilizo diferentes maneras de definir y medir la pendiente de una curva que
representa en el plano cartesiano situaciones de variacion.

Identifico la relacion entre los cambios en los pardmetros de la representacion algebraica
de una familia de funciones y los cambios en las graficas que las representan.

Analizo en representaciones gréficas cartesianas los comportamientos de cambio de
funciones especificas pertenecientes a familias de funciones polinémicas, racionales,
exponenciales y logaritmicas (p.87).

Vale la pena resaltar que la Funcion Lineal se encuentra de manera especifica en los
Derechos Basicos de Aprendizaje —-DBA—, que segun el MEN (2016) debe alcanzar el
estudiante de acuerdo al grado en el que se encuentre, mencionando que los estudiantes
deben estar en capacidad de “resolver problemas mediante el uso de las propiedades de las
funciones y usa representaciones tabulares, graficas y algebraicas para estudiar la variacion,
la tendencia numérica y las razones de cambio entre magnitudes” (p. 77).

Como se puede ver en los DBA, en su ultima version, solo se privilegian interpretaciones
del objeto matematico respecto a lo algebraico y lo geométrico, desconociendo que existen
formas estructurales de los objetos que valen la pena estudiar y analizar como una manera
mas para comprender un concepto.

Otro aspecto a considerar en la revision de los antecedentes en torno a la Funcion Lineal,
tiene lugar en la experiencia docente, la cual permite identificar dificultades relacionadas
con la modelacion de situaciones en las que intervienen variables, entendiendo esta no solo
desde lo algebraico sino también desde lo geométrico y lo estructural. Una de las razones
radica en la forma como el docente presenta la informacion del concepto al estudiante, el
cual en ocasiones no ve ninguna atraccién ni importancia; de igual manera, la falta de
motivacion juega un papel importante a la hora de aprender, y sin duda alguna el contexto
social en el cual este se desenvuelve.

De igual forma se debe proveer de sentido y significado el concepto de Funcién Lineal, esto
mediante estrategias llamativas e interesantes que motiven en el estudiante el deseo de
aprender, maxime cuando se trata de jovenes entre los 14 y 17 afios.

Por lo anterior, es necesario que en los ambientes de aprendizaje se planteen actividades
contextualizadas y transversales, en las que el estudiante pueda evidenciar la Funcién
Lineal desde sus mdaltiples interpretaciones. Esta manera de abordar el objeto matematico
permite que se presenten menos dificultades en torno a la comprension del mismo,
abordandolo desde diferentes miradas que favorecen la articulacion de unay otra.

Las dificultades descritas anteriormente pueden verse permeadas en la estructura
conceptual que se observa en diferentes libros de texto, donde desde lo didactico se
evidencian ambiguedades relacionadas con el concepto de Funcidén Lineal. Algunos
autores la definen como aquella que tiene la expresion f:R — R tal que f(x) = mx, y
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otros, como la expresion de la forma f: R — R tal que f(x) = mx + b, entendiéndose que
esta Ultima es una transformacion de la Funcion Lineal (Grossman, 1996).

Al respecto se hacen algunas precisiones que describen la ambigliedad antes mencionada,
las cuales se observan en diversos textos tanto de nivel basico como superior,
puntualizando en que el concepto de Funcion Lineal se presenta en algunos como una
funcién cuya grafica es una linea recta —cualquiera—, en otros, como aquella recta que pasa
por el origen. Al respecto, en la revision realizada, se evidencian algunas de estas
ambigliedades.

...En el Caélculo de Hughes Hallett, Gleason, y et al., (1997) se define la Funcion Lineal
como aquella que tiene forma f(x) = b + mx, se aclara que su gréfica es una linea con
las condiciones de que m, es la pendiente 0 razén de cambio y b, es la interseccion
vertical. En el mismo texto se distingue la proporcionalidad como caso particular de la
Funcién Lineal, definiendo que si y es directamente proporcional se cumple que y = kx.
En el célculo de Louis Leithold (1998) se define anadlogamente y se hace explicito el caso
de una Funcion Lineal particular f(x) = x llamada identidad. En Célculo y Geometria
Analitica de Larson, Hostetler, & Edwards (1999) se trabaja la recta presentando
diferentes elementos y formas analiticas de mostrarse, no se menciona en el apartado la
palabra funcion y se emplea: ecuacion lineal. En el texto Calculo de Tom Apostol (1988,
p. 66) se menciona: una funcion g definida para todo real x mediante una formula de la
forma g(x) = ax + b, se llama Funcién Lineal porque su gréfica es una recta. (p. 66).

Existen investigaciones, que indican que la Funcién Lineal es uno de los conceptos donde
la proporcionalidad tiene su mayor utilidad y situaciones como el proceso de relacionar
nameros, analizar secuencias y seguir patrones, aportan de manera efectiva a la
comprension del concepto de funcién. En el mismo sentido, se recrean elementos
conceptuales “previos” como relaciones, conjuntos numéricos y sus propiedades, es decir,
transversaliza tales conceptos presentes en el curriculo de matematicas.

A partir de los elementos descritos anteriormente, surgen algunos interrogantes que
permiten abordar la problematica de investigacion y determinan un horizonte claro para
intervenir la misma:

e ;Qué elementos identifican los estudiantes en cada interpretacion de la Funcion Lineal?

e ;Como fortalecer y motivar el transito entre lo geométrico, lo aritmético y lo estructural
de la Funcion Lineal cuando los estudiantes abordan situaciones contextualizadas de
este topico?

e (Qué estrategias debe idearse el profesor en la clase de matematicas para propiciar el
transito entre lo geometrico, lo aritmético y lo estructural de la Funcién Lineal?

En esta investigacion se hace énfasis en la comprension de las diferentes interpretaciones
de la Funcion Lineal y su articulacion en diversos contextos, como elementos esenciales en
el aprendizaje del concepto; de igual manera se hace la conexion del estudio de la
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proporcionalidad directa con las funciones lineales, considerando como referente la Teoria
Modos de Pensamiento. (Capitulo 3).

1.2. ANTECEDENTES

Al realizar un rastreo en torno a la Funcion Lineal desde la Didactica de la Matematica, se
encuentra que algunos autores han realizado investigaciones enfocandolas desde diversos
marcos tedricos del area, que permiten tener diversas miradas con respecto a la forma de
abordar dicho objeto. Algunas de estas se presentan a continuacion:

Ospina (2012), en su tesis de Maestria “Las representaciones semioticas en el aprendizaje
del concepto de funcion lineal”’, plantea como en el contexto escolar el concepto de funcién
se maneja de una manera estatica, donde el estudiante lo que hace es memorizar una
férmula (cita a Vasco, 1999); aspecto que, segun la autora, le estd quitando importancia a
dicho concepto como herramienta que permite analizar fendmenos de la vida real. Para
abordar dicha problemética enfoca su investigacion desde la perspectiva de las
“representaciones semioticas” concluyendo que el concepto de funciéon debe abordarse
desde el lenguaje natural y luego hacer otras representaciones (gréaficos, tabular, figuras,
simbolico), esto buscando minimizar la conceptualizacion formal de dicho objeto
matematico. Si bien la propuesta esta basada en analizar diferentes representaciones del
objeto matematico, se observa como esta se sitla en solo dos tipos de pensar lo cual da
referentes para comprender la Funcion Lineal desde lo aritmético y lo geométrico.

Giraldo (2012), en su tesis de Maestria “Diseiio e implementacion de una estrategia
didactica para la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcién lineal en el grado noveno
mediada por las nuevas tecnologias: Estudio de caso en el colegio Marymount grupo 9°
del Municipio de Medellin”, aborda el estudio de la Funcion Lineal desde el uso de las
Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion (TIC). Este trabajo se basa en las Teorias
del Aprendizaje, alli se resalta la importancia que tiene la Funcién Lineal en los diferentes
espacios cotidianos donde se desenvuelve el individuo. El autor destaca que se puede usar
en situaciones diversas de variacion que involucren crecimientos lineales; a su vez, resalta
que las TIC han pasado a ser una herramienta importante porque facilitan los procesos de
ensefianza, llamando a los docentes a aprovechar las herramientas tecnologicas en el trabajo
con los estudiantes. En este trabajo de investigacion se rescata el uso de las TIC como
herramienta facilitadora en los procesos de ensefianza, lo cual aporta un referente valioso
para abordar la funcion lineal como lugar geométrico mediado con el software Cabri.

Asi mismo, Mufioz, Piedrahita y Jessie, (2012), en el articulo de revista “Disefio e
implementacion de una estrategia didactica para la ensefianza y el aprendizaje de la
funcion lineal modelando situaciones problema a través de las TIC ”, plantean abordar la
Funcion Lineal desde contextos reales y mediadas por las TIC, concluyendo que las
funciones lineales son de vital importancia y con una adecuada interpretacion se pueden
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resolver problemas del contexto real, por ello hay que motivar al alumno para que aprenda
a identificar situaciones que representen fendmenos lineales aplicando métodos
matematicos en la construccion de soluciones, y dichas construcciones deben ir de la mano
de las Nuevas Tecnologias, para aportar diversas herramientas propiciadoras de
conocimiento significativo. En el contexto de esta investigacion, se valora la puesta en
contexto de situaciones reales que involucran la Funcién Lineal, ubicandose en un pensar
aritmético mediado por las TIC.

Acosta y Joya (2013), en la revista EI Astrolabio en el articulo Ingenieria Didéactica para la
Ensefianza de la Funcion Lineal: analisis preliminar, plantea otro enfoque teorico desde el
cual se ha estudiado el objeto matematico que hace parte de la presente investigacion, es el
de la Didactica de las Matematicas francesa, mas precisamente desde las construcciones
conceptuales usadas por Brousseau (1986) en su teoria de las Situaciones Didacticas, donde
se resalta el concepto de “trasposicion didactica” entendida como “ciertas nociones y
propiedades del tejido de actividades en donde han tomado su origen, su sentido, su
motivacion y su empleo” (Brousseau, 1986, citado en Acosta y Joya, 2013, p. 119). Desde
esta Optica se concluye que es necesario el disefio de actividades que lleven a un manejo de
la Funcion Lineal como un objeto, y que se tenga una mirada mas estructural y menos
operativa (Acosta y Joya, 2013). Este articulo brinda un elemento muy importante a tener
en cuenta en el proceso de investigacion, en lo que respecta al pensar estructural del objeto
matematico. Sin embargo, ya que se trata de un analisis preliminar no precisa con claridad
cudles fueron las estrategias y actividades que evidencian el uso de un conjunto de
propiedades que enmarcan al objeto en un pensar estructural.

Ibarra y Moreno (2010), en su tesis de pregrado “Una aproximacion al concepto de
Funcion Lineal desde la proporcionalidad directa simple en situaciones de variacion de la
vida cotidiana”, propone una manera de aproximarse al objeto matematico Funcién Lineal
por medio del desarrollo de regularidades, quienes consideran que identificando los
criterios que rigen las reglas de formacion se puede llegar al patrén que se esté repitiendo,
permitiendo, de esta manera, un acercamiento a un caso particular de la Funcién Lineal
como lo es la proporcionalidad directa simple, basandose en un marco teérico a la luz del
esquema multiplicativo cuaternario propuesto por Vergnaud enfocado desde la formulacion
de problemas. Esta forma de entender la funcién lineal permite, sin involucrar un lenguaje
simbolico como f(x), que el estudiante identifigue elementos que le permitiran,
posteriormente, entender con mayor claridad cuales son las relaciones que se dan entre las
variables dependientes e independientes. Dicho estudio permitié concluir que los
estudiantes lograron identificar la constante de proporcionalidad como el valor que
posibilita pasar de una magnitud a otra, asi como la construccion de generalizaciones de las
situaciones que se estaban intentando resolver.

Siguiendo con la idea de retomar el concepto de variacion en la construccion de la Funcion
Lineal, Posada y Villa (2006) en su tesis de Maestria “Propuesta didactica de
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aproximacion al concepto de Funcion Lineal desde una perspectiva variacional”, realizan
una aproximacion a dicho objeto, tomando conceptos como la modelacion matematica y los
registros semioticos de representacion, destacando que el concepto de Funcion Lineal
puede ser analizado como un modelo matematico donde estan presente la variabilidad y la
relacion de diferentes magnitudes. A partir del estudio realizado, los autores concluyen que,
tomando como referente el componente variacional, se debe tener en cuenta la dependencia
e independencia entre las magnitudes, involucrando en el proceso de ensefianza las tablas
de valores, ademas de identificar la proporcionalidad directa como un caso de la funcion
lineal relevante al momento de modelar varios fenGmenos. A continuacion, se presenta una
situacion que los autores consideran dentro de su propuesta didactica.

El aporte que hace este trabajo, junto con el de Ibarra y Moreno (2010), se evidencia en el
hecho de lograr una relacion entre el pensar aritmético que conlleva a un pensar geométrico
a través del analisis de las regularidades que siguen un patrén. En ambos es relevante el uso
de situaciones en contexto, que permiten identificar elementos propios de la Funcion Lineal
como lo es el caso de la pendiente, a través del concepto de proporcionalidad.

Guzmén (2006), en su tesis de pregrado “Dificultades que presentan los estudiantes de
tercer grado de Educacion Secundaria al trabajar con los diferentes registros de
representacion de la Funcion Lineal”, aborda el estudio de la Funcién Lineal analizando
las dificultades que presentan los estudiantes a la hora de utilizar sus diferentes
representaciones, el marco tedrico esta fundamentado en los trabajos de Duval (1998) sobre
los registros de representacion. En el estudio se concluye que los estudiantes muestran
dificultades tanto en la interpretacién como en la interaccion entre los registros algebraico,
gréfico y tabular. Se recomienda que es fundamental que los estudiantes puedan articular y
realizar la conversion de las diferentes representaciones semidticas mediante actividades
que favorezcan el aprendizaje de la funcién lineal. Con este trabajo se fortalece la idea de
propiciar una articulacion entre las diferentes formas de pensar el objeto matemaético; hace
énfasis en el pensar aritmético y en el geométrico, analizando las dificultades que presentan
los estudiantes cuando deben pasar del uno al otro.

Cuesta (2007), en su tesis Doctoral “El proceso de aprendizaje de los conceptos de funcién
y extremo en estudiantes de economia: andlisis de una innovacion diddctica”, plantea,
desde la linea de investigacion conocida como planteamiento matematico avanzado -PMA-—
, que las unidades didacticas pueden servir de herramienta para estimular el proceso de
ensefianza y aprendizaje de los conceptos de funcién y extremo de una funcion, y concluye
que dichas unidades son un instrumento de aprendizaje que propone una manera intuitiva
para abordar el concepto de funcidn en el estudio se corrobora la existencia de dificultades
en los estudiantes, relacionada con el analisis de tareas que implican interpretar y construir
un concepto. En esta investigacion doctoral se valida la estrategia didactica —Unidad
Didactica— como un instrumento valioso a la hora de ensefiar un concepto, priorizando un
pensar aritmético y geométrico de manera aislada; por otro lado, se evidencian elementos
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comunes en la problematica que se propone abordar en esta investigacion, que hacen
referencia a las dificultades presentes en los estudiantes, al momento de interpretar la
gréafica de una Funcién Lineal y establecer su ecuacion a partir de esta.

Cifuentes (2011) en su tesis de maestria “Propuesta de ensefianza para el aula: ecuaciones
y modelos”, resalta que la ensefianza del algebra y la solucion de ecuaciones, se presenta de
manera tal que no favorece la flexibilizacion del pensamiento, dejando de lado la
interaccion entre las diferentes formas de pensar el objeto matematico. La investigacion se
fundamenta en el marco teérico Modos de Pensamiento propuesto por Sierpinska (2000),
resaltando que dicho marco se puede utilizar como una estrategia de ensefianza para el aula.
En el estudio se concluye que presentar los contenidos de ecuaciones y modelos desde una
vision geométrica, grafica y utilizando algunas propiedades, permite que se den procesos de
razonamiento en los estudiantes involucrando los distintos modos de pensamiento,
favoreciendo un aprendizaje significativo en la construccion de conceptos, relaciones e
ideas.

Si bien la mayoria de los estudios analizados anteriormente no se fundamentan en el marco
tedrico abordado en esta investigacion, sin embargo permiten visualizar la importancia que
se le ha dado al objeto matematico analizandolo desde diferentes perspectivas teoricas. Se
resaltan elementos relevantes como es el caso del uso del pensar aritmético y geométrico a
través del estudio de las regularidades, mediado por las herramientas tecnoldgicas en el
proceso formativo. Pero en todas esas investigaciones presentadas, no se percibe un interés
por analizar el objeto matematico desde sus propiedades que lo ha matematico Unico,
limitdndose a estudiarlo s6lo desde dos miradas, dejando de lado su parte estructural,
siendo este ultimo uno de los enfoques desde el cual se quiere estudiar el objeto en el
presente trabajo de investigacién, sin descartar lo analitico y lo geométrico. De hecho, lo
que se busca es una articulacion entre los tres pensares matematicos lo geométrico de la
Funcién Lineal, lo aritmético de la Funcion Lineal y lo estructural de la Funcion Lineal,
con la finalidad que su articulacion genere una comprensién profunda del concepto.

A manera de sintesis, se puede ver que son muchas las investigaciones y los reportes que se
han realizado respecto al objeto matematico en mencion, desde diferentes perspectivas
teoricas, a nivel del bachillerato y universidad; sin embargo, se limitan a analizarlo desde el
pensar aritmético y geométrico, dejando de lado las propiedades que lo definen como
estructura, aspecto que marca la diferencia en la presente investigacion, donde el objetivo
es abordar no solo la Funcion Lineal desde lo aritmético y geométrico, de manera aislada,
sino también involucrar la parte estructural en un sistema articulado.

De lo anterior se deriva la necesidad de construir una estrategia de intervencion, que
permita trabajar con los estudiantes del grado noveno, el concepto de Funcion Lineal desde
diferentes interpretaciones, propiciando un aprendizaje con sentido, donde estos puedan
construir conceptos a partir de situaciones contextualizadas y practicas; lo cual desde la
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didactica de la matematica lo propicia el Marco Tedrico Modos de Pensamiento, teoria que
se detallara en el capitulo 3.

Dicha estrategia de intervencion se llevara a cabo a través de una Unidad Didactica,
entendida como un medio que permite facilitar la ensefianza de un objeto matematico,
propiciando su comprension. Dicha Unidad estard estructurada por un conjunto de
actividades que permite al estudiante ser parte activa de su proceso de aprendizaje (Herrera,
2014).

1.3 HIPOTESIS

Esta investigacion se propone estudiar desde la perspectiva teérica de los Modos de
Pensamiento las implicaciones en la implementacion y desarrollo del concepto Funcion
Lineal, entendido este en su complejidad de interpretaciones.

1.4 PREGUNTA PROBLEMATICA

Al implementar una Unidad Didactica fundamentada en la teoria Modos de Pensamiento
para el desarrollo de competencias Matematicas, ¢;cuales son las implicaciones en la
ensefianza y aprendizaje de la Funcion Lineal en el grado 9°?.

1.5. OBJETIVO GENERAL

Analizar las implicaciones en la ensefianza y aprendizaje de la Funcion Lineal al
implementar una Unidad Didactica fundamentada en la teoria Modos de Pensamiento en las
précticas de aula.

1.6 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Caracterizar los Modos de Pensamiento para la ensefianza y aprendizaje de la Funcién
Lineal.

e Diseflar una Unidad Didactica que propicie el transito entre los Modos de pensar en los
procesos de ensefianza y aprendizaje de la Funcién Lineal.

e Implementar actividades en el aula para estudiantes del grado 9° que propicien el
transito entre los Modos de Pensamiento en la practica de la Funcion Lineal.

e Contribuir al mejoramiento de los componentes Numérico-Variacional y Geométrico-
Métrico en los resultados de las Pruebas Saber mediante la implementacion de una
Unidad Didactica.

1.7. CONCLUSIONES DEL CAPITULO
Luego de revisar la problematica y los elementos presentes en torno a esta, se evidencia

cémo el objeto matemético Funcién Lineal, es un componente esencial del pensamiento
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numérico-variacional y geométrico-métrico, en cuanto que involucra diversos conceptos
presentes en el curriculo escolar.

El rastreo realizado en torno al objeto matematico muestra que éste es un concepto muy
importante en la ensefianza de las matematicas, que debe ser abordado desde sus diferentes
interpretaciones, resaltando elementos importantes como es el caso del uso del lenguaje
natural, del lenguaje algebraico y geométrico, asi como del estudio de las regularidades. De
igual manera, se observan algunas de las dificultades que presentan los estudiantes cuando
deben pasar de una interpretacion a otra, evidenciando el énfasis que se da sélo a dos tipos
(aritmética y geométrica), dejando de lado las estructuras intrinsecas que podrian propiciar
otra mirada del mismo objeto flexibilizando el pensamiento de los aprendices.

En este sentido los objetivos de investigacién permiten guiarla y plantear estrategias de
intervencion a la problematica, marcando un norte claro en la ejecucion de las actividades.
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CAPITULO 2

ASPECTOS HISTORICO-EPISTEMOLOGICOS DE LA FUNCION LINEAL
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Gran parte de los objetos matematicos son hoy conocidos, gracias a la curiosidad y
necesidad del hombre por resolver situaciones presentes en cada momento. Desde una
perspectiva histérico-epistemoldgicos el objeto matematico Funcion lineal ha pasado por un
proceso de evolucion importante, que siglo tras siglo se ha transformado hasta lo que hoy se
conoce.

En el siguiente capitulo se realiza un rastreo histérico por algunas culturas que aportaron
significativamente a la evolucion de lo que hoy se conoce como funcion y como a partir de
este concepto se desarrolla y surge la Funcion Lineal, permitiendo con ello conocer la
génesis de este objeto matematico, enriqueciendo asi su estudio epistemologico y didactico.

2.1 HISTORICO-EPISTEMOLOGICO DE LA FUNCION LINEAL

Aunque el concepto de funcion formalmente constituido es reciente, se realiza un rastreo
por varios autores que logran precisar cronolégicamente como surge, distinguiendo varias
etapas hasta mediados del siglo X1X (Youschkevitch, 1976, citado en Diaz, 2013). Como
evidencia de una primera aproximacion al concepto de funcién, se resalta lo siguiente:

En la Antiguedad la civilizacion egipcia resalta un elemento importante en el papiro de
Rhind (Ver figura 1) y el de Moscl (Ver figura 2), escritos entre los afios 2000 a.C. y
1788 a.C., en los cuales se observan series de ndmeros, operaciones, relaciones
geométricas, calculos de pirdmides y problemas préacticos resueltos en forma aritmética o
con ecuaciones lineales. En particular, se encuentra implicito el objeto funcién en las
construcciones de pirdmides planteadas en el Papiro de Rhind, pues se usaba para la
medicion y la variacién de la altura con respecto a una recta oblicua. (p. 2).
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Figura 1: Papiro de Rhind. Recuperado el 9
de Junio de 2018 de
https://www.cultural0.org/egipcia/papiros/
rhind/?cn-reloaded=1

Figura 2: Papiro de Moscu. Recuperado en
agosto 21 de 2016 de
http://www.egiptologia.org/ciencia/matema
tica.
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Por su parte, los Babilonios presentan “cientos de tablillas que contienen informacion
relacionada con célculos astronémicos, tiempos de luminosidad de la luna, visibilidad de un
planeta y el &ngulo de este con respecto al sol, asi mismo relacionaban nimeros con sus
raices, cuadrados, cubos” (Vargas, 2011, p. 4).

Esta civilizacion también centra su atencion en el “estudio de problemas de variaciones
continuas, tales como la luminosidad de la luna en intervalos de tiempos de igual longitud,
en esta cultura se encontraron tabulaciones de valores de n? + n donde n tomaba valores
en los numeros naturales” (Ruiz, 1994, p. 150).

No se puede asegurar que los babilonios expresaran sus resultados de forma general. En las
tablillas s6lo consta el estudio de casos concretos, sin ninguna formulacién genérica (Ruiz,
1998, p. 107).

Con respecto a la generalizacion en esta época, Boyer (1968) plantea lo siguiente:

El hecho de que no se haya conservado ninguna formulacidn general de estas tablas no
significa necesariamente que no existiera en el pensamiento antiguo prehelénico
conciencia de la generalidad de dichas reglas o principios. Si no hubiera, de una manera
u otra, una regla general subyacente, seria muy dificil de explicar la analogia entre los
distintos problemas del mismo tipo (p. 66).

Aunque autores como Youschkevitch (1976) aseguran que en la matematica antigua no
hubo ninguna idea de funcidn; otros investigadores como Pedersen (1974) plantean que los
matematicos babildnicos poseian un auténtico instinto de funcionalidad, ya que una funcién
no solo es una formula sino una relaciobn mas general que asocia elementos de dos
conjuntos, aspecto que si esta presente en las numerosas tablas de los célculos Babilonicos
(Pedersen, 1974, p. 36, citado en Ruiz, 1998, p. 107).

La matematica babildnica y la egipcia alcanzan un alto grado de desarrollo de la habilidad
en las operaciones, para abordar la solucién de problemas de la vida cotidiana, desde la
reparticion de una herencia hasta el calculo de interés compuesto. La aritmética babilénica
permitia hacer calculos astrondmicos y mercantiles, asi como lo relacionado con areas y
volimenes, donde en este Gltimo esta inmiscuida la proporcion directa (Filloy, 1998).

En el libro clasico en la cultura china Chiu chang Sua-shu de la dinastia Han, en el Capitulo
I11 se presentan problemas de aplicacién de impuestos a productos de cualidades diferentes;
asi como aplicaciones de “la regla de tres” (Acosta, 2011, p. 120).

Tanto en la cultura egipcia como en la China, aparece la nocion de proporcionalidad, en el
calculo del cobro de impuestos y en aspectos geométricos en el calculo de areas y
volimenes.

Con respecto al aporte de los griegos, Vargas (2011) plantea:
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Los griegos también realizaron grandes aportes a la matematica y la geometria, estudiaron
fendmenos naturales en los que se involucraba el concepto de variabilidad. Asi, por
ejemplo, Heréclito (535 a.C. — 484 a.C.), examind las ideas de cambio y cantidad variable
relacionadas con problemas de movimiento, continuidad e infinito. Por su parte, Apolonio
(242 a.C. — 190 a.C.), dedujo una propiedad de las conicas que da una condicion necesaria
y suficiente para que un punto este situado sobre una curva, dicha propiedad es expresada
en términos de proporcionalidad de segmentos y puede asociarse con la ecuacion de la
curva referida a un vértice, en la actualidad (p. 4).

Continuando con el pensamiento de los griegos, se debe destacar que en estos se veia
claramente la idea de funcion reflejada en el concepto de cambio y la relaciéon entre
magnitudes variables. “Los griegos concebian el cambio y el movimiento como algo
externo a la matematica, de hecho Aristoteles opone la fisica, que concierne a los objetos en
movimiento, a la matematica que es una ciencia netamente tedrica” (Ruiz, 1994, p. 151).

Este pensamiento poco dindmico de la matematica se mantuvo por mucho tiempo, lo que
llevaba a que los matematicos no hablaran en términos variables sino de incognitas e
indeterminadas, Ilevandolos al concepto de proporcion y ecuacién méas no de Funciones.
(Ruiz, 1994).

Un primer acercamiento a la relacion entre la magnitud y el nimero, la presenta Pitagoras
quien considera que todo es nimero; considerando que el nimero podia ser asociado a
cualquier magnitud, intentando encontrar relaciones entre los nimeros y las magnitudes por
medio de las proporciones, favoreciendo la solucion algebraicamente los problemas
geométricos (Ruiz, 1994).

Euclides emplea la proporcionalidad directa, donde relaciona el area del circulo con el cuadrado
de su diametro para inferir el area comprendida dentro de la circunferencia (Hofmann, 2002).

Se resalta que la nocién de linealidad aparece de manera explicita cuando Euclides menciona
la recta en todos sus postulados. Asi, por ejemplo, en su libro Los Elementos, escrito hacia
el afio 300 a. C, presenta los conocimientos de la Grecia clasica, deduciéndolos a partir de
cinco postulados, de los cuales tres hacen referencia a la recta de manera directa, y para
efectos del presente trabajo de investigacion, se tomardn dos de estos (Elementos de
Euclides, Traduccion. Sir Thomas, 1956):

Postulado 1
“Desde cualquier punto se puede trazar una recta a cualquier otro punto” (p. 6).
Postulado 2

“Toda recta se puede prolongar indefinidamente” (p. 6).
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La homogeneidad que llevaba a comparar s6lo magnitudes de la misma naturaleza, pudo
obstaculizar el desarrollo de la nocion de funcidn, pues impedia encontrar dependencias
entre variables de diferentes magnitudes, germen de toda relacion funcional (De Cotret,
1985, citado en Ruiz, 1998).

En esta primera etapa se observa un acercamiento a la funcion desde el pensar aritmético y
geométrico; sin embargo, no se evidencia una interrelacion entre uno y otro, aspecto que
conlleva a determinar la interpretacion aislada que, para la época, se tenia del concepto de
funcion.

Una segunda etapa del desarrollo del concepto de funcién aparece en la edad Media,
dividida en dos partes comprendidas entre el afio 500 hasta el afio 1500. En esta etapa se
destacan las matemaéticas hindues y arabes en el campo del algebra y la trigonometria, se
encuentran soluciones de ecuaciones lineales con una incdgnita sin estar presente la idea de
variable, por lo cual no se considera que una ecuacion con dos incognitas establezca una
relacién funcional entre dos variables (Boyer, 1946).

A partir del siglo XIII hasta inicios del periodo moderno, aparecieron con clara regularidad
tratados sobre proporciones. “Estos trabajos equivalen a un algebra de relaciones del tipo
y = kx™, donde n tiene un valor racional. Esta teoria de proporciones fue basica en todas
las ciencias cuantitativas hasta la época de Newton” (Boyer, 1946, p. 9).

Con Robert Grosseteste (1175-1253) aparecen conceptos fundamentales como cantidad
variable, entendida como un grado de cualidad, velocidad instantdnea o puntual, y
aceleracion, todos ellos intimamente ligados al concepto de funcion (Vargas, 2011).

La representacion gréfica de la funcidn inicia por primera vez con Nicolas Oresme (1323 -
1382), quien traslada “al plano lo que los geografos habian hecho sobre la esfera;
consideraba que todo lo que varia se puede imaginar como una cantidad continua
representada sobre un segmento rectilineo” (Vargas, 2011, p. 5). Oresme se cuestiona por el
dibujo o la representacion grafica de las cosas que varian, apareciendo una sugerencia
primitiva de lo que en la actualidad se llama representacion grafica de funciones, pensando
en que todo lo que varia podria ser imaginado como una cantidad continua representada por
un segmento rectilineo (Ruiz, 1998).

Nicolas Oresme tenia como objetivo representar por una figura las intensidades de una
cantidad de una magnitud continua que depende de otra magnitud analoga; dichas
intensidades estaban representadas por segmentos (Ruiz, 1998). Toda cosa medible,
excepto los numeros, se puede imaginar como una forma de cantidad continua
(Youschevitch, 1976).

Oresme empieza a relacionar diferentes variables representandolas por medio de figuras,
asi, por ejemplo, dibuja “una grafica velocidad-tiempo en la que los puntos de una recta
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horizontal representan los sucesivos instantes de tiempo (o longitudes) y para cada instante
traza un segmento (o latitud) perpendicular a la recta en dicho punto” (Ruiz, 1994, p. 159).
En este caso obtiene la siguiente representacion grafica (Ver figura 3).

Vetoeidad

-

Figura 3: Relacion de las variables tiempo y velocidad. (Ruiz, 1998, p. 114)

Aunque los términos latitud y longitud que utilizaba Oresme se podrian asemejar a las
ordenadas y abscisas que se conocen en la actualidad respectivamente, y sus
representaciones graficas se parecen a la geometria analitica, se debe enfatizar que la
longitud horizontal que plantea el autor no es estrictamente equivalente a la abscisa de la
geometria analitica cartesiana. Su interés no era describir la posicién de los puntos respecto
de coordenadas rectilineas, sino en la figura misma. Sin embargo, su obra permite dar un
paso adelante hacia la creacion de la geometria analitica y hacia la introduccion en la
geometria de la idea de movimiento, de la cual carecia la matematica griega (Crombie,
1979). Podemos decir, no obstante, que fue capaz de captar el principio esencial de que una
funcion de una variable se puede representar por una curva (Ruiz, 1994).

Los nuevos métodos de la fisica matematica se fueron desarrollando con la idea de relacion
funcional. Existia una concepcion sistémica de las variables concomitantes entre causa y
efecto, expresando el fendmeno que se queria explicar —actualmente conocido como
variable dependiente- como una funcion de las condiciones necesarias y suficientes de su
produccion -hoy conocidas como variables independientes—, donde se ve cdmo estan
relacionados los cambios de la primera con los de la segunda (Crombie, 1979).

Asi mismo, se desarrollan dos métodos para expresar las relaciones funcionales; el primero
fue el “algebra de palabras” utilizado por Bradwardino en la Mecénica, donde se conseguia
la generalizacion empleando letras del alfabeto, en vez de nimeros, para reemplazar las
cantidades variables, mientras que las operaciones se describian con palabras y no con
simbolos como se hace en el algebra actual. El segundo fue a través de un método
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geométrico por medio de graficas. En la Edad Media, también se presentan diferentes
obstaculos epistemoldgicos en torno a la aparicion tardia del concepto de funcion,
destacando los siguientes:

La concepcion de variabilidad como una caracteristica exclusiva de las magnitudes fisicas
se constituye en un obstaculo epistemoldgico; los matematicos de esta época
consideraban las magnitudes fisicas y las proporciones entre ellas como algo diferente a
las igualdades estrictamente numéricas. Existia un nivel desproporcionado entre el nivel
de abstraccion de las teorias y la falta de un instrumento matematico para su desarrollo.
Continuaba también la disociacion entre nimero y magnitud (Vargas, 2011, p. 5).

Es de resaltar que para la Edad Media, tanto hindies como arabes muestran una forma de
pensar la funcion desde una mirada algebraica y trigonométrica, sin darle mayor relevancia
a las interpretaciones de tipo geométrico. S6lo con Oresme (1323-1382), se da una mirada a
la representacion gréafica de la funcion, posibilitando una aproximacion geométrica frente a
los fendmenos de variacion y cambio (Posada y Villa, 2006).

Posteriormente, en el periodo Moderno (1450-1650) ocurrieron una serie de avances gque
fueron fundamentales para el surgimiento del concepto de funcion: “La union del algebra y
la geometria, la introduccién del movimiento como un problema central en la ciencia, la
invencion del &lgebra simbolica y la invencion de la geometria analitica”. (Kleiner, 1989, p.
283).

En el periodo moderno se distinguen dos direcciones fundamentales en el desarrollo de la
matematica: en primer lugar, se da un perfeccionamiento serio del simbolismo algebraico y
la formacion definitiva de la trigonometria como una rama particular. Estas dos direcciones
beneficiaran el desarrollo del concepto de funcion, la primera respecto a la simbolizacion y
la segunda respecto al estudio de las funciones trigonométricas. Los adelantos en la
notacién contribuyeron a desarrollar tanto la formulacion como la expresion de lo que hoy
se conoce como “variable” en una funcion o “incognita” en una ecuacion (Ruiz, 1994).

Stiefel (1544), completa la idea de Chuquet (1484) en torno al estudio de la progresion
aritmética 1,2, 3,4, ...n, ... y la progresion geométrica a, a?, a3, a*, ..., a", ..., donde observa
que si hacia corresponder los términos de igual rango de dichas progresiones, la suma de
dos nameros de la progresion aritmética coincide con el producto de los dos nimeros
correspondientes de la progresion geométrica. Este trabajo permitié ir concibiendo una idea
mas moderna de funciones definidas por una correspondencia determinada entre la variable
dependiente y la independiente (Ruiz, 1994).

Galileo Galilei (1564-1642) evidencia el trabajo con funciones y variables cuando busca los
resultados y las relaciones que provienen de la experiencia mas que los que provienen solo
de la abstraccion, asi como el momento en que introduce lo numérico en las
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representaciones graficas, expresa las leyes del movimiento incluyendo en ellas el lenguaje
de proporciones y las relaciones inversa y directamente proporcional (Vargas, 2011).

En la idea de buscar las relaciones que provienen de la experiencia radica la diferencia
entre Galileo y Oresme, ya que, para el segundo, la teoria pura, exenta de experiencia, era
suficiente. Para Galileo, la experimentacion estaba garantizada por los instrumentos de
medida, quienes le permitieron introducir aspectos cuantitativos en campos en los cuales no
se podia hablar antes de forma cualitativa, por ejemplo, el calor y el frio. A diferentica de
Oresme, los graficos propuestos por Galileo proceden de la experiencia y de la medida.
Las relaciones de causa-efecto se expresan de manera cuantitativa verificable (Ruiz, 1998).

Nicolas Oresme en su libro “tratado sobre las dimensiones de las formas”, plantea propone
como tales dimensiones las que se consideran las primeras coordenadas generales. Se
resalta que en dicho tratado se encuentran intuiciones directas de lo que posteriormente se
conocera como funcion.

El principal campo de estudio de Galileo fue el movimiento (velocidad, aceleracion,
distancia recorrida), buscando relacionar estos tres conceptos con la ayuda de leyes que
estan inspiradas por la experiencia y la observacion (Ruiz, 1998). Esta insistencia de
Galileo por estudiar el movimiento de manera cuantitativa, valiéndose de la
experimentacién, ha contribuido con la evolucion del concepto de funcion. La necesidad de
relacionar en forma funcional las causas y los efectos, fue un factor esencial en la
concepcion de la variabilidad dependiente (René. de Cotret, 1988).

En otro momento de este periodo, Descartes (1596-1650) desarrolla el concepto de funcién
en forma analitica al representar una curva por medio de una expresion algebraica, fue el
primero en plantear que una ecuacién de x e y es una forma de mostrar dependencia entre
cantidades, donde los valores de una pueden calcularse a partir de los valores de la otra,
dando entrada a una relacion de tipo funcional. Clasifica las curvas en mecanicas, es decir,
aquellas que son trazadas con respecto a un sistema de coordenadas, pero de las cuales no
se conoce la ecuacion que las representa. Evidencia tener claros los conceptos de variable y
de funcion, al clasificar las curvas algebraicas segun sus grados y hallando la interseccion
de ellas mediante la solucion simultanea de las ecuaciones que las representan (Vargas,
2011).

Con una cierta analogia, desde el punto de vista historico epistemoldgico, Descartes
(1596 — 1650) funda el primer sistema matematico moderno. Persigue la unién empezada,
pero no terminada por Viéte, del Algebra con la Geometria. En esta época se logra la
conceptualizacion unificada de la recta, al asociar un conjunto de pares ordenados de
nameros reales (x, y) a un lugar geométrico (en términos modernos, f(x,y)=0)
representado en un sistema de ejes cartesianos. La linealidad adopta representaciones, que
permiten expresar lo geométrico por medios algebraicos, lo que posibilita a su vez ganar
en lo conceptual, al transitar entre lo analitico y lo geométrico (Acosta, 2011, p. 141).
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Los aportes hechos por Descartes se dan en pleno Renacimiento, donde surge la funcion
lineal en el plano Cartesiano, propiciando otros significados asociados a la misma ecuacion
lineal. Estos se pueden denotar como sucesos socioculturales de la época considerados
como una “Revolucion Cientifica” de la propia matematica. En aquel momento Descartes y
Fermat dan origen a la Geometria Analitica al unificar la Geometria con el Algebra, y con
su consecuente inmersion en el ambito de funciones (Acosta, 2011).

La importancia del método utilizado por Descartes y Fermat radica en el hecho de poder
traducir cualquier problema geométrico bidimensional en un problema algebraico
equivalente, dando origen a una nueva rama de la matematica denominada Geometria
Analitica. La tarea de demostrar un teorema en geometria se cambia por buscar la
demostracion de un teorema correspondiente en algebra o en analisis (Ruiz, 1998).

En el caso particular de Fermat, se resalta que aparte de las contribuciones a la teoria de
nimeros, anuncia un principio con la intencién de estudiar los lugares geométricos
planteando “siempre que en una ecuacion se hallen dos cantidades incognitas, tenemos un
lugar geométrico cuyos extremos describen una linea recta o curva afirmando que toda
ecuacion de grado uno tiene como lugar geométrico una recta” (Labraiia, et al, 1995, p. 35).

Descartes fue el primero en darle uso a lo que llamaba lineas fundamentales. Fija de manera
arbitraria “el origen de coordenadas sobre dos rectas que forman un cierto angulo, y a tales
ejes refiere cualquier figura a analizar s6lo por puntos” (Labrafia y otros, sf, p. 35).

Esta unién del algebra y la geometria constituyé un cambio notable en las matematicas,
pues permiti6 pasar de expresar relaciones algebraicas geométricamente, como
acostumbraban los matematicos griegos, a una nueva perspectiva, expresar relaciones
geométricas algebraicamente (Freudenthal, 2002).

La Geometria analitica resulta ser un método notablemente fértil, tanto para resolver
problemas como para descubrir nuevos resultados en geometria (Eves, 1969).Y es con
Descartes donde aparece claramente la expresion de dependencia general entre dos
magnitudes (René de Cotret, 1985).

La introduccion de funciones bajo la forma de ecuaciones tuvo el efecto de una revolucién
en el desarrollo de las matematicas. El uso de expresiones analiticas unidas con las reglas
para operar con ellas da al estudio de funciones un estatus de verdadero célculo, abriendo
nuevos horizontes en la matematica (Youschevitch, 1976).

El desarrollo de la notacion simbélica y de la resolucion de ecuaciones resulté muy
significativo, pues a través de estas se inicia a superar el obstaculo epistemoldgico de la
diferenciacion existente entre numeros y magnitudes (Sierpinska, 1989). Las letras que se
usaron en Algebra van haciendo cada vez mas compleja la nocion de magnitud, asi para los
matematicos, el hacer una distincion entre magnitudes y proporciones, por un lado, y
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nimeros e igualdades, por otro, esta cada vez menos justificada. EI Algebra podria ser vista
como un obstaculo para el desarrollo del pensamiento funcional en Matematicas, esto
debido a que se llegd a pensar que las Unicas relaciones dignas de estudio eran aquellas que
pueden ser descritas por medio de expresiones algebraicas y ecuaciones (Ruiz, 1998).

La palabra funcién aparecié por primera vez en los manuscritos de Leibniz en agosto de
1673, la introdujo para designar un objeto geométrico asociado con una curva.
(Youschevitch, 1976, p. 56) y en 1718 Johan Bernoulli en un articulo dio la primera
definicién formal de funcion como: “Por funcién de una cantidad variable, denotamos aqui
una cantidad construida de un modo u otro con esta cantidad variable y constantes”
(Ruthing, 1984, citado en Diaz, 2013, p. 16).

El desarrollo de la teoria de funciones se fundamento en tres pilares: el primero es el
crecimiento de los célculos matematicos, en segundo lugar, esta la creacion del algebra
simbolico-literal y en tercer lugar esta la extension del nimero. Luego, a principios del
siglo XVII, comienza a surgir una nueva concepcion de las leyes cuantitativas de la
naturaleza, aspecto que incidira en la evolucién de la nocion de funcion. El instrumento
algebraico permite a Fermat (1601-1665) y a Descartes (1586-1650) descubrir la
representacion analitica. Comienza la formacion de la geometria analitica como un método
de expresion de las relaciones numéricas en las dimensiones, formas y propiedades de los
objetos geométricos, utilizando fundamentalmente el método de coordenadas
(Youschevitch, 1976).

En este periodo el concepto de funcion muestra una evolucion en su desarrollo, donde Euler
la concibe como una ecuacion o formula definiéndola de la siguiente manera: “Por Funcion
de una cantidad variable denotamos aqui una expresion analitica construida de un modo u
otro con esta cantidad variable y numeros o constantes” (Riithing, 1984, citado en Diaz,
2013, p. 16).

La nocion de funcién permanecid sin cambios hasta inicios de 1800 cuando Fourier en su
trabajo sobre las series trigonométricas, encontré relaciones mas generales entre las
variables, lo que permitié un cambio revolucionario en el desarrollo evolutivo del concepto
de funcion, al dar una definicion de la misma en la que hacia ver que lo primordial era la
asignacion de valores para la funcion. Contribuyo a la evolucion del concepto de funcion al
considerar fendmenos como la temperatura como una funcion de dos variables
(Youschevitch, 1976).

En la teoria de los invarientes, Sylvester aborda los determinantes considerando que en el
fondo la teoria de los determinantes es un algebra sobre el algebra, es un procedimiento de
calculo que permiten saber con anterioridad los resultados de las operaciones algebraicas,
de la misma manera, con la ayuda del algebra se puede dejar de realizar las operaciones de
la aritmética (Labrafia, et al, 1995).
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Hacia la segunda mitad del siglo X1X, Felix Klein describe la geometria como el estudio de
propiedades de las figuras que no varian a pasar de recibir la accién de un determinado
grupo de transformaciones, lo que le permite a Cayley considerar por primera vez la teoria
de las matrices, concluyendo que el conjunto de las matrices posee una estructura del
algebra. El desorden que se evidenciaba en las nociones algebraicas a principios del siglo
XIX, se fue organizando hasta el punto de generarse el desarrollo continuo del algebra
lineal y multilineal, gracias a la introduccion de las transformaciones geométricas y la
nocion de espacio vectorial Sobre R y C, y luego sobre cualquier cuerpo (Labrafia, et al,
1995).

En 1829, Dirichlet formula por primera vez el concepto moderno de funcion en términos de
y = f(x) de una variable independiente en un intervalo a < x < b,. Esta definicién fue
extremadamente general, no decia ni una sola palabra sobre la necesidad de dar a la funcion
por medio de una férmula, sobre todo el dominio de definicion. Definié funcion de la
siguiente forma: “y es una funcion de una variable x , definida en el intervalo a < x < b, si
a todo valor de la variable x en este intervalo le corresponde un valor definido de la
variable y. Ademas, es irrelevante en qué forma se establezca esta correspondencia”
(Kleiner, 1989, citado en Diaz, 2013, p. 17).

En 1939, Bourbaki define la funciéon como una regla de correspondencia entre el dominio y
el rango, donde ambos conjuntos son arbitrarios “Sean E y F conjuntos. Una relacion entre
un elemento variable x y un elemento variable y se llama una relacion funcional en y, si
para toda yE, existe un unico xE el cual estd en la relacion dada con x” (Ruthing, 1984,
citado en Diaz, 2013, p. 18).

Otro elemento a tener en cuenta en la evolucion del concepto de funcion, corresponde a los
aportes de la trigonometria al desarrollo de las matematicas en tiempos remotos, donde se
usé en las grandes construcciones egipcias y estructuras astrondmicas en los babilonios
(Collette, 1998). Entre los aportes mas significativos de la trigonometria al desarrollo del
concepto de funcidén se encuentra las relaciones existentes entre los elementos de la
circunferencia, con las cuales se introducen algunas ideas sobre la variabilidad de las
cantidades empleadas en la elaboracion de sus tablas.

Si bien en el periodo moderno es donde el objeto matematico tiene su mayor desarrollo, se
encuentra que también se presentaron algunos obstaculos, que no permitieron una
evolucion mayor de este, se destaca la rigurosidad del simbolismo algebraico, donde se
llegd a tener en cuenta solo aquellas relaciones que podian ser escritas mediante
expresiones algebraicas y ecuaciones (Vargas, 2011).

Indiscutiblemente el periodo moderno trae consigo un avance significativo en torno a la
funcién Lineal, y esto se evidencia en la union entre el algebra y la geometria cuando
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Descartes y Fermat introducen por primera vez el concepto de linealidad, aspecto que no se
resalta ni en la Antigiedad ni en la Edad Media. Esta unidon permite darle una mirada
diferente al objeto matematico, facilitando su anélisis desde dos perspectivas que, en algun
momento, presentan un punto de encuentro, y este se hace manifiesto en el momento en que
Fourier define la funcién en términos de una sucesion de valores dados a la abscisa x, los
cuales se corresponden con un numero igual de ordenadas f(x). Es en esta definicion
donde se observa la relacion entre el pensar algebraico y el geométrico.

El andlisis historico realizado proporciona elementos para creer que el estudio del objeto en
mencidén sigue en evolucion, y que muchas de las dificultades que se tenian en aquellas
épocas las presentan todavia hoy tanto estudiantes como docentes En la actualidad la
discusién de como los matematicos deben definir las funciones no ha cambiado
significativamente, sin embargo, el tema no ha sido completamente resuelto.

2.2. CONCEPTO Y NOTACION DE FUNCION LINEAL

Antes de empezar a hablar de la parte formal del concepto de funcidn, es necesario retomar
la idea propuesta por Sierpinska (1992), segln la cual es importante introducir el concepto
a través de una definicion informal, sin utilizar una descripcion estructural, lo que se podria
lograr por medio de problemas practicos de la vida real (Sierpinska, 1992). La autora
considera que los cambios observados en el mundo real, las relaciones entre los objetos
cambiantes y sus regularidades, estan en estrecha relacion con la identificacion del
concepto, favoreciendo su aplicacidn en problemas de indole practico.

La propuesta de Sierpinska va encaminada a que el estudiante se familiarice y le encuentre
sentido al concepto antes de entrar con la parte formal que, en la mayoria de los casos,
tiende a confundirlo y a alejarlo del verdadero sentido matematico del concepto.

La idea de generar un acercamiento intuitivo al concepto matematico antes de cualquier
formalizacion, lleva a reflexionar en torno a la aproximacion que hace un nifio ante la
nocion de linealidad (representacion de la recta), la cual se ve enmarcada en la denominada
“proporcion cualitativa” al establecer comparaciones con respecto al tamafio de los objetos
—mayor 0 menor que- (Ruiz y Valdemoros, 2006).

Este hecho parece evidenciarse en épocas tempranas de la humanidad, cuando se diferencia
la talla de una persona y la de un animal muy grande. De otra parte, la “proporcion
cuantitativa” se evidencia cuando se resuelven problemas de estimacion de interés simple
en el pago de impuestos. Frente a la linealidad, se considera cierto paralelismo funcional
entre el desarrollo individual y su desarrollo histérico social, en lo que respecta al
surgimiento, comprension y uso de los conceptos matematicos asociados (Furinghetti y
Radford, 2002).

Con respecto a la linealidad Acosta (2011) plantea:
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Esta nocidn de linealidad al parecer se evidencia en los estudiantes de Béasica Secundaria,
quienes pasan por una “revolucion cientifica” al tener un cambio de paradigma en los
temas que abordan en la escuela. Ellos trazaban rectas, circunferencias y elipses en Bésica
Primaria, sin tener en cuenta su ubicacién en el plano, ahora trazan dichos lugares
geométricos en un sistema de ejes coordenados, dando una localizacion precisa en R (p.
141).

Una vez aclarado el aspecto de hacer vivencial el concepto matematico antes de ingresar a
la formalizacién del mismo, que para el caso particular de este trabajo es la funcion y la
linealidad para llegar a la Funcion Lineal, se pasa a formalizar el objeto de estudio.

Con respecto al concepto de funcion, se encuentran las siguientes definiciones:

Definicion 1: Allendoerfer y Oakley (1971), plantean que una “una funcion f es un
conjunto de pares ordenados (x,y) siendo (1) x un elemento del conjunto X, (2) y un
elemento del conjunto Y, (3) de modo que no hay dos pares con el mismo primer elemento”
(p. 203).

Definicion 2: Segun Thomas (1979). “Sean X e Y conjuntos no vacios, y sea f una
coleccion de pares ordenados (x,y), con x € X e y € Y. Diremos que f es una funcion de
X enY siparatodo x € X existe un Unicoy € Y". (p. 19).

En las anteriores definiciones se observan elementos en comdn que conllevan a concebir el
concepto de funcién en los mismos términos; dichos elementos son los que hoy en dia se
mantienen en el &mbito escolar, aunque requieren, para efectos del aprendizaje por parte del
estudiante, ser trabajados desde contextos especificos que favorezcan un acercamiento
significativo, aspecto que amplia Aleksandrov, Kolmogorov y Laurentiev (1981) cuando
plantean que el concepto de funcidn tiene su origen en los diferentes fendmenos naturales,
quienes estan relacionados unos con otros mostrando una interdependencia; para los
autores, el ser humano conoce diferentes relaciones expresadas en términos de leyes fisicas,
y dichas leyes indican que las magnitudes que caracterizan un fendmeno se relacionan,
hasta el punto que algunas estan determinadas por los valores de las demas.

De acuerdo con Roldan (2013), debido al nivel de la complejidad, al caracter abstracto y al
simbolismo del concepto de funcion, este puede resultar dificil de comprender. Por ello
recomienda adecuarlo buscando una definicion pertinente al nivel de los estudiantes.
Ademas, recalca que si bien es importante dar ideas claras para lograr entender la
definicion de funcion, no se debe dejar de lado cierta rigurosidad.

De otra parte, considera que para responder la pregunta ¢qué es una funcion?, se requiere
tener en cuenta el nivel académico de quien esta respondiendo la pregunta —refiriendose al
estudiante-, ademas resalta que no se trata s6lo de dar una visién simplista, porque son
varias las nociones, ideas, conceptos y requisitos que se necesitan tanto para definirla como
para el proceso de ensefianza y aprendizaje.
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En la busqueda del qué, es importante trabajar con situaciones que aportan para el
desarrollo del concepto de funcién, habitualmente tratan contextos en donde se relacionan
diferentes magnitudes, este tipo de situaciones, permiten una aproximacion directa a la
nocion de funcion (Roldén, 2013). Esta idea la exponen también Posada y Villa (2006) en
su tesis de Maestria “Propuesta didactica de aproximacion al concepto de Funcién Lineal
desde una perspectiva variacional”, quienes consideran que en el estudio del concepto se
debe tener en cuenta la dependencia e independencia entre las magnitudes, involucrando en
el proceso de ensefianza las tablas de valores, ademas de identificar la proporcionalidad
directa como un caso de la funcion lineal relevante al momento de modelar varios
fendmenos.

Siguiendo con la idea de reflexionar en torno a la manera como se evidencia el concepto de
funcién en el aula, es importante resaltar que la forma en que se asume éste en la educacion
matematica, no debe ser la misma con que se retoma en el plano de las mateméticas como
ciencia, subrayando que el profesor debe conocer unas y otras existencias. Las bases de la
construccion de este concepto se fundamentan en la nocion de variable, dependencia,
correspondencia, transformacion, entre otros; sin embargo, pareciera que, al momento de
presentarlo en el aula, dichas asociaciones se muestran de manera aislada o se dilatan por
las rigidas definiciones de funcidn generadas en la teoria de conjunto (Quintero y Cadavid,
2009).

De otra parte, Cuevas y Delgado (2015) resaltan la necesidad de destacar las
representaciones del concepto de funcion desde una perspectiva educativa, principalmente
para saber que los estudiantes y el profesor tratan el mismo concepto: el de funcion. Los
autores hacen hincapié en que el docente debe hacer claridad sobre la representacion
semiotica que utilizara para visualizar el concepto, clarificando el conjunto de signos
empleados, la sintaxis usada para combinar esos signos, asi como la seméantica relativa a
dicha sintaxis. Recalcan que los estudiantes no necesariamente estan familiarizados con el
lenguaje formal, por lo que su representacion puede implicar mayor esfuerzo para acceder
al conocimiento.

Si bien las representaciones son muy importantes en la adquisicion del concepto de funcion,
se debe hacer hincapié en que el docente genere espacios que propicien en los estudiantes
maultiples interpretaciones del objeto matematico.

Las definiciones mencionadas muestran una idea general de lo que es funcidn, sin
embargo, para efectos de esta investigacion, se aborda el concepto de Funcion Lineal en un
ambito escolar de tal manera que sea mas cercana al estudiante.

Con respecto a la Funcion Lineal propiamente dicha, se consideran las siguientes
definiciones:
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Definicion 1: “La forma algebraica de la Funcion Lineal se representa f(x) = mx, donde
m es un namero real distinto de cero” (Peterson et al, 1969).

Definicion 2: “La funcion lineal afin y = mx + b, donde my b son constantes, tienen por
gréafica una linea recta que forma un angulo « con la direccion positiva del eje x (siendo
tg a=K) y que corta al eje y en el punto (0, b)” (Aleksandrov et al, 1981).

Definicion 3: Suarez-Alvarez (2016) plantea desde los espacios vectoriales que:

Si V y W son espacios vectoriales. Decimos que T es una transformacion lineal T:V —
W, si se verifica que:T(x +y) =T(x) + T(y), T(6x) = 8T (x), para cada x,y eV y
cada & € K(cuerpo de escalares. Si ademas es W =V, de manera que el dominio y
codominio de T coinciden, decimos que T es un endomorfismo de V (p. 29).

Por ejemplo, consideremos los vectores P,_{polinomios de grado menor o igual que 1}
={P(x) =f(x) =ayx + ag;ap,a; ER}, y R?*_{vectoresenelplano} ={<aq,a; >
; ap,a; € R}, donde los elementos del espacio vectorial se denominan vectores.

Consideremos la transformacién lineal Tentre estos espacios vectoriales T:V = P, - W =
RZ.

Se tiene que (V,+,") con P(x) = ayx + ao y Q(x) = byx + b, entonces se tiene que:

P(x)+Q(x)=(a; +b)x+ay+by y 6P(x)=8a;x+ 6a, Para (W,+,) que es la
suma usual de vectores y el producto de un escalar por un vector, se tiene que:

<a1,a0 > +< bl'bO >=< a1 +b1,a0 + bo >y6<a1,ao >=< 6a1,6a0 >

Se puede verificar que T es 1 — 1 y es sobreyectiva por lo tanto los espacios P; y R? son
Isomorfos, es decir: P, = R2.

En otras palabras, estos espacios vectoriales como conjunto son diferentes pero tienen la
misma estructura, es decir, que las operaciones entre ellas son equivalentes.

Es necesario aclarar que se consider6 pertinente incluir las definiciones de funcion lineal
afin y transformacion lineal desde los espacios vectoriales que plantea la Funcion Lineal,
dado que son aspectos que no se puede dejar de lado por su estructura a nivel cognitivo, sin
embargo se debe precisar que para efectos de la presente investigacion se enfoca el objeto
matematico al nivel de educacion bésica, en donde la funcion lineal afin se convierte en una
“familia de funciones lineales”, segun lo estipulado por el MEN en los Estandares de
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matematicas y Derechos Bésicos de Aprendizaje en su version 1, donde dicho objeto
matematico se ajusta a una mirada desde lo unidimensional®.

La Funcion Lineal afin de una sola variable representada como y = mx + b, es la méas
simple y su representacion gréfica es la mas simple de las curvas: la linea recta
(Aleksandrov et al, 1981), Afirmacion que justifican de la siguiente manera:

Esto se debe a que cualquier trozo pequefio de una curva lisa se puede equiparar a una
linea recta y a que cuanto mas pequefio es el trozo, mayor es el parecido. En el lenguaje
de la teoria de funciones, esto significa que toda funcién lisa (continuamente
diferenciable) es, para un pequefio cambio de la variable independiente, muy préxima a
una funcion lineal (p. 55)

Este planteamiento es relevante y se le debe atender con la importancia que amerita, porque
si bien los autores conciben la Funcion Lineal afin como la més elemental, también dejan
claro que es muy importante como fundamento para abordar el estudio de las formas
curvas, aspecto que se debe resaltar en el ambito educativo.

2.3. ASPECTOS DIDACTICOS
2.3.1. EL APRENDIZAJE DEL CONCEPTO DE FUNCION LINEAL

El concepto de Funcion Lineal (FL) aparece con notoria frecuencia en las aplicaciones
préacticas. Diversas leyes fisicas estan representadas por dicho concepto, asi por ejemplo, la
longitud de un cuerpo se puede considerar como la Funcion Lineal de su temperatura. “Las
funciones lineales son extremadamente Utiles por su sencillez y porque es posible
considerar ciertas variaciones no uniformes como aproximadamente lineales, aunque sélo
sea en pequefios intervalos” (Aleksandrov et al, 1981). Desde este punto de vista, es
importante que el docente considere como elemento fundamental en la ensefianza de la FL,
todas aquellas situaciones que permiten aplicar el concepto, ello favorece su aprendizaje asi
como la interpretacion del mismo en diversos contextos.

Algunas investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje de la funcion dejan ver que
existen dificultades relacionadas con las representaciones, de hecho los maestros
tradicionalmente centran su interés en poner en evidencia el aspecto algebraico del
concepto, dejando de lado un anélisis profundo y detallado sobre los elementos que
permiten fortalecerlo para que sea aprendido de manera adecuada (Roldan, 2013).

El aprendizaje de las funciones, incluida la Funcion Lineal, pasa, en primera instancia, por
un conocimiento de cada uno de los lenguajes de representacion (ecuacion, tabla, grafica),
por la adquisicion de la capacidad para leer e interpretar cada uno de ellos (Azcéarate y

* Una linea es unidimensional porque sélo se necesita una coordenada para especificar un punto de
la misma. Recuperado el 24 de febrero de 2017 de http://mathworld.wolfram.com/Dimension.html
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Deulofeo, 1996, citado en Roldan, 2013). Estas representaciones ayudan en la comprension
del objeto matematico, permitiendo realizar interpretaciones y pasar de una a la otra, es
decir, de la algebraica a la tabular, de la tabular a la gréfica, de la grafica a la algebraica
(Guzmaén, 2006).

Con respecto al uso de multiples representaciones al momento de introducir un concepto, se
resalta como en la formacién, tratamiento y conversién de las representaciones esta
comprometida la accion matematica, donde es necesario utilizar diferentes registros o
sistemas de notacion simbolica para crear, expresar y representar ideas en el campo de la
matematica. Se busca que el estudiante utilice las multiples representaciones para sustentar
sus propios puntos de vista, que domine con fluidez los distintos recursos y registros del
lenguaje cotidiano y de los distintos lenguajes matematicos (MEN, 1998).

El eje puntual para la construccién del concepto funcién lineal se halla en las acciones
que se logre realizar con las diversas representaciones; esto involucra accién en un
registro, "tratamiento” y posterior coordinacion entre los diferentes registros "conversion”
orientada a construir el concepto hasta conseguir reconocer al concepto matematico en
sus diferentes representaciones. (Ospina, 2012, p. 56).

La articulacion entre las representaciones de la Funcion Lineal es de gran importancia al
momento de querer interpretarla, donde cada una de ellas implica una exigencia cognitiva
interdependiente. Es importante resaltar que tanto Guzman (2006) como Ospina (2012),
plantean la necesidad de “coordinar” cada forma de entender el objeto matematico —grafica,
tabla, ecuacidn—, buscando pensar el concepto desde sus diferentes concepciones.

Los denominados “ejercicios rutinarios” hacen parte del aprendizaje tradicional de la
matematica que se ha basado en proponer ejercicios, por ejemplo, donde se le pide al
estudiante obtener la grafica de una ecuacion, esto lo logra elaborando una tabla a partir de
parejas ordenadas, para luego generar la representacion en el plano de coordenadas
cartesianas. Estos procesos lo que logran es desencadenar aprendizajes mecanicos ajenos a
la comprension e interpretacion, llevando al estudiante a concepciones erroneas sobre el
significado de la grafica —su lectura e interpretacion — (Roldan, 2013).

De acuerdo con los antecedentes que fortalecen esta investigacion, una manera de evitar
tales aprendizajes mecanicos es a través del uso de lenguaje verbal cotidiano para enunciar
las propiedades, regularidades y observaciones propias de las diferentes representaciones de
la funcion lineal-situaciones, formulas, tablas—.De otra parte, es relevante retomar
situaciones del mundo real, asi como la evolucion histérica del concepto de funcidn,
permitiendo que el estudiante observe que uno de los motores del desarrollo de este
concepto fue la ciencia y las necesidades originadas por esta, de esta manera resulta
beneficiosa la naturalidad con la que puede surgir la informacidn obtenida del contexto
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En general, en la construccion del concepto de funcién, la representacion es un elemento
esencial y no féacil de trabajar, lo que invita a que el docente empiece a generar
metodologias que conlleven a superar estas dificultades, aspecto que posibilita la
construccion de bases sélidas en torno a este concepto, propiciando una interaccién entre
los diversos modos de pensar como los propuestos por Sierpinska (2000).

2.4. CONCLUSIONES DEL CAPITULO

El aspecto histérico-epistemologico, ha permitido identificar el constructo del concepto en
diferentes épocas, lo que propicia el reconocimiento de elementos relevantes que llevaron a
superar diferentes obstaculos epistemoldgicos implicados en su desarrollo, hasta lograr
consolidar una definicion clara y conceptualmente valida como la que se conoce
actualmente. Es igualmente importante resaltar coémo esos obstaculos presentes en el
devenir del objeto matematico, permitieron repensar cada vez mas la Funcion Lineal,
brindandole la posibilidad de consolidarse en la matematica como objeto de conocimiento y
como objeto de aprendizaje, convirtiéndose en una herramienta que permite analizar e
interpretar el mundo real.

De otra parte, se resaltan los esfuerzos de diversos autores por analizar la Funcion Lineal
desde diferentes puntos de vista, evidenciandose una gran fortaleza en la forma de ver este
objeto desde el pensar analitico y geométrico, donde la coordinacion entre uno y otro debe
ir de la mano al momento de llevarlo a un contexto educativo, fortaleciendo la
interpretacion de un mismo concepto desde Opticas diferentes. Sin embargo, se esta dejando
de lado una tercera interpretacion que ponga su atencion en las propiedades que definen el
objeto, posibilitando una nueva forma de concebirlo y entenderlo. Esta nueva interpretacion
sera retomada y analizada de manera detallada en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 3
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El presente capitulo expone los fundamentos conceptuales en torno al Marco Tedrico la
Didéactica de la Matematica Modos de Pensamiento, propuesta Anna Sierpinska (2000), y a
su vez contrasta varias situaciones de aula elaboradas a la luz de dicha teoria a partir de las
cuales se realiza el planteamiento de los articuladores hipotéticos que propician un posible
transito entre los Modos de pensar la Funcion Lineal (Pinto-Rojas y Parraguez, 2017).

3.1. LATEORIA

Teniendo como referente el concepto de Funcién Lineal abordado dentro de la
investigacion, y después de hacer un analisis de como los estudiantes de los niveles de
Bésica Primaria, Basica Secundaria y Media logran una aprehension de este, se realiza la
eleccion del marco teorico para abordar la problematica de investigacion planteada.

El referente tedrico de la Didactica de la Matematica elegido son los Modos de
Pensamiento propuestos por Sierpinska (2000), porque permite interpretar el objeto
matematico de diferentes maneras favoreciendo un conocimiento profundo del mismo. De
otra parte, estos Modos de pensar permiten describir los enfoques —analiticos, geométricos
o0 estructurales— que priorizan los estudiantes al momento de desarrollar distintas tareas y
cudles son las conexiones que logran establecer entre ellos.

Es importante destacar que cuando se hace referencia a los “Modos de Pensamiento”, se
alude a la comprension de un concepto matematico que requiere un significado para el
estudiante, dependiendo del modo como se esté trabajando, lo que podria ser la causa de las
dificultades que se presentan en el aula cuando el docente le plantea una interrogante en el
Modo Sintético y le pide interpretarla de una manera Analitica (Parraguez, 2012), aspecto
que favorece notoriamente el trabajo en contextos educativos, en cuanto a que el docente
podré tomar conciencia de la importancia de saber direccionar la pregunta dependiendo del
objetivo interpretativo que esté buscando.

Anna Sierpinska identifica tres Modos de Pensamiento en el algebra lineal y que implican
maneras de analisis diferentes, con la finalidad de hacer explicito el pensar tedrico de esta
disciplina matematica, clasificandolos de la siguiente forma: el Sintético-Geométrico (SG)
gue se relaciona con el pensamiento practico y los Analitico-Aritmético (AA) y Analitico—-
Estructural (AE), que se relacionan con el pensamiento tedrico (Sierpinska, 2000).

A continuacion, se describe de manera detallada cada uno de los Modos de Pensamiento
mencionados anteriormente:

El Modo Sintético-Geométrico (SG) “permite que los objetos matematicos se puedan
analizar desde una representacion geométrica, un conjunto de puntos, etc., resaltando como
aspecto fundamental la visualizacion” (Parraguez, 2012, p.17). Este Modo de Pensamiento
va de la mano con el modelo cognitivo de razonamiento geométrico, donde se plantea que
los procesos de razonamiento son posibles gracias a la interaccién de tres procesos:
visualizacion, construccion y razonamiento (Duval, 1998).
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El Modo Analitico-Aritmético (AA) “presenta la posibilidad de pensar los objetos
matematicos por medio de relaciones numeéricas, donde, el plano cartesiano ya se ve como
puntos formados por parejas ordenadas de numeros reales y las rectas son vistas desde las
ecuaciones” (Parraguez, 2012, p. 17). Este modo plantea la posibilidad de interpretar el
objeto desde otro punto de vista, lo que implica poner en consideracion elementos que no
estan presentes en el Modo (SG) por considerar otras relaciones que no son de tipo espacial.

Es importante resaltar la principal diferencia entre los modos Sintético y Analitico, la cual
radica en que desde el Modo Sintético, la mente puede acceder directamente a los objetos
para describirlos de forma natural, mientras que en el Modo Analitico estos se presentan de
manera indirecta, se construyen a partir de las propiedades de los elementos (Sierpinska,
2000).

El Modo Analitico-Estructural (AE) “recurre mas a las propiedades de los objetos 0 a su
caracterizacion a través de axiomas” (Parraguez, 2012, p. 18), lo que llevaria a plantear que
es un modo de pensar méas avanzado donde se exigen otras relaciones, buscando generalizar
elementos que ya se habian considerado en los modos SG y AA.

Con respecto a los Modos AA y AE, se debe resaltar que su principal diferencia radica en
que en el primero se define el objeto a través de una expresion o formula que permite
calcularlo, ademas en algunos casos se encuentra que dos procesos diferentes conllevan a
un mismo resultado; por otro lado, en el segundo Modo el objeto se define por medio de
sus propiedades (Parraguez, 2012).

En el estudio de la Funcion Lineal se puede evidenciar como a partir de métodos diferentes,
en una misma situacion, se llega a la misma respuesta, corroborando lo planteado
anteriormente por Parraguez.

Para el estudio del objeto de investigacion presente en este trabajo, se hace totalmente
conveniente abordarlo desde la teoria Modos de Pensamiento, aunque inicialmente son
propuestos para el algebra lineal, se adaptan muy bien para analizar el objeto matematico
de este estudio. Desde este referente tedrico, es importante tener en cuenta la mirada que
tiene el docente en el aula a partir de los Modos, porque sélo en esa medida puede poner al
estudiante en contacto con situaciones que fortalezcan cada forma de pensar, esto para
minimizar el hecho de que funcionen mejor en unos que en otros, “...por otra parte también
se debe tener en cuenta que por los enfoques que habitualmente se realizan en los niveles
educativos, los estudiantes funcionan mejor en SG y AA.” (Parraguez, 2012, p. 22)

3.2. INTERPRETACIONES DE LA FUNCION LINEAL

En el contexto especifico de la Funcion Lineal, los participantes hacen un acercamiento a la
interpretacion a partir de la descripcion de sucesos como crecer, decrecer, se mantiene
constante, entre otros, los cuales, posteriormente, los conduciran a interpretaciones de otro
nivel como, por ejemplo, encontrar la representacion algebraica a partir de una grafica
dada.
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El concepto de Funcion Lineal relaciona una gran variedad de representaciones e
interpretaciones que dan cuenta de los modos de pensar. Dentro de las cuales se encuentran
las siguientes: en el Modo Sintético-Geométrico (SG—FL) se representa la linea recta como
una correspondencia en la que hay crecimiento proporcional; en el Modo Analitico—
Aritmético (AA-FL), se encuentra el diagrama sagital, pares ordenados, tablas,
proporciones y expresion algebraica; y en el Modo Analitico-Estructural (AE-FL) esta la
Funcion Lineal como lugar geométrico.

En el Modo AA-FL se ve cdmo desde las proporciones y las expresiones algebraicas, se
puede acceder a la Funcion Lineal a partir de multiples relaciones, favoreciendo un tipo de
interpretacion del objeto. Ademas, es relevante destacar que las diferentes formas de
interpretarla descritas a continuacion, se relacionan entre si, donde cada ecuacion genera
una y solo una gréfica cartesiana (SG-FL) que se corresponde univocamente con un
conjunto de parejas ordenadas —representadas en una tabla, diagrama sagital-.

Dichas relaciones evidencian la posibilidad de ver un mismo objeto matemético desde el
pensar analitico, geométrico y estructural, permitiendo la multiplicidad interpretativa en el
pensamiento matematico.

La Funcion Lineal analizada en cada uno de los Modos de Pensamiento (Ver Figura 4) se
interpreta de la siguiente manera:

f(x) = mx

Como la ecuacidon de la linea
recta, donde m es un numero
real distinto de cero, ademas =
corta al eje y en el punto A E
(0.0).

Como un lugar geométrico,

f(x)=mx+b

Como una extension de
fx)=mx, con m y b
constantes, ademas corta al
eje y en el punto (0, b).

Del concepto matematico

Cociente entre Ay y Ax,
tomando como referencia el
punto intersecto (0, b).




Estas interpretaciones de la Funcion Lineal generan transitos, permitiendo reflexionar en
torno a la importancia de favorecer en el estudiante la articulacion entre una interpretacion
y otra, propicidndole estrategias favorecedoras de un pensamiento flexible y divergente,
capaz de solucionar situaciones matematicas con creatividad, sacandolo del pensamiento
unico y lineal que podria presentar producto de la formacion que ha podido tener.

Transitar entre los modos de pensamiento se convierte en un instrumento favorecedor del
aprendizaje en cuanto que permite tener varios puntos de vista del objeto estudiado, asi
como lo resalta Parraguez (2012), quien plantea que la teoria en mencion, “no solo
constituye formas de pensar y entender los objetos matematicos, ademas se convierten en
instrumentos heuristicos al momento de resolver problemas” (p. 17). El estudiante alcanza
una comprension profunda del concepto matematico, cuando logra transitar entre los
Modos de Pensamiento Analitico-Aritmético, Sintético-Geométrico y Analitico-
Estructural.

Abordar el estudio de un objeto matematico desde la mirada de la teoria Modos de
Pensamiento, es Util en cuanto que permite que el estudiante interprete las situaciones de
diferentes maneras dependiendo de la construccion cognitiva presente en él, es decir, cada
individuo encuentra Gtil uno u otro Modo de pensar dependiendo de su propia formacion y
de los objetivos que esté buscando, de hecho se plantea que “estos Modos de Pensamiento
es preferible considerarlos como igualmente Gtiles, cada uno es su propio contexto, para
propositos especificos y principalmente cuando estan interactuando” (Parraguez, 2012, p.
15).

Lo anterior se puede sintetizar en que los Modos de Pensamiento hacen alusién cuando la
persona referencia el objeto de estudio con las estructuras adquiridas por experiencias
anteriores (SG—FL). Una vez incorporado al imaginario se pasa a un segundo momento, es
cuando se logra la aritmetizacion del objeto matematico (AA-FL), es aqui cuando se
generan las relaciones entre lo Aritmético con lo Geométrico, llevando el objeto
matematico a interactuar con diversos conceptos alcanzando asi una transversalizacion del
concepto, logrando interconexiones procesuales y conceptuales entre los objetos
matematicos y sus relaciones (AE—FL).

3.2.1. INTERPRETACION ARITMETICA DE LA FUNCION LINEAL

En el Modo Analitico-Aritmético la Funcion Lineal (AA-FL) se describe desde las
representaciones verbales y expresiones algebraicas, donde las rectas son vistas como
ecuaciones que representan parejas ordenadas en el plano cartesiano mediante la expresion
f(x) = mx, donde m es un numero real distinto de cero, ademas corta al eje y en el
punto (0,0).
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Por otro lado, en la investigacion se complementa la interpretacidn analitica aritmética con
la Funcién Lineal afin f(x) = mx + b, con my b € R, dado que esta es una extension de
la lineal.

Respecto a la teoria Modos de Pensamiento, Parraguez (2012) plantea que:

En el modo Analitico-Aritmético los objetos matematicos son pensados a traves de
relaciones numéricas, los puntos del plano aparecen como pares ordenados de reales, las
rectas como ecuaciones en este modo el pensamiento es tedrico desde el momento en que
el estudiante debe interpretar los objetos a partir de ciertas relaciones numéricas o
simbolicas (p. 17).

Estas relaciones numéricas se generan partiendo de las parejas ordenadas que aparecen
como puntos en el plano, de las cuales surge, posteriormente, la ecuacion que representa la
linea recta. “El Modo Analitico hace que la linea recta quede definida de acuerdo a ciertas
relaciones especificas entre las coordenadas de los puntos.” (Parraguez, 2012, p. 19).

Existen varias formas de representar las relaciones especificas entre las coordenadas de los
puntos, las cuales conllevan a una misma interpretacion del objeto matematico. Roldan,
2013) describe algunas de estas representaciones:

e Diagrama sagital
Con respecto a este tipo de representacion, Roldan (2013) plantea:

La representacion de una funcion mediante un diagrama sagital, necesita la determinacion
de dos conjuntos A y B, el conjunto A es el dominio también conocido como conjunto de
salida, B es el codominio llamado también conjunto de llegada. Los elementos de B que
estan relacionados con algin elemento de A es denominado rango de la funcion o
conjunto de imagenes. Los elementos del conjunto de salida se vinculan con un
elemento del conjunto de llegada. Esta correspondencia es la que permite establecer la
funcioén entre los dos conjuntos (p. 35).

A continuacion se presenta un ejemplo del diagrama sagital (Ver figura 5).

__.‘ (Conjunto de "
iméagenes) J

DOMINIO CODOMINIO
(Conjunto de salida) (Conjunto de llegada)
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Pares ordenados

Esta representacion permite hacer explicita cada pareja (x,y) de la funcion. La primera
componente corresponde al dominio y la segunda componente al codominio y es el
valor de la funcién en x o f(x), donde las parejas ordenadas son de la forma (x, (f)). De
la misma manera que en el diagrama sagital, los conjuntos infinitos quedan representados
de manera parcial por algunos elementos Unicamente; por ello es necesario hacer la
expresion del conjunto de parejas por comprension de la siguiente manera: f =
{(x,¥) € R?,y = x® }, mientras que las funciones entre conjuntos finitos son posibles de
representar por completo si no son muy grandes (p. 36).

Tablas

En la cotidianidad es una de las formas mas Utiles que se tiene para organizar los datos de
estudio. En estas se ordena la informacion para presentar la correspondencia entre
cantidades en dos filas o columnas; el conjunto de salida estd representando por la
primera y el de llegada por la segunda. Este tipo de representacion de relaciones
funcionales tiene las mismas restricciones que presentan los diagramas sagitales y pares
ordenados con respecto al manejo de los conjuntos finitos e infinitos. Las tablas presentan
la ventaja de permitir descubrir regularidades como diferencias constantes, diferencias
gue crecen o decrecen regularmente, etc. (Azcarate y Deulofeu, 1996, citado en Roldan,
2013, p. 35).

Proporciones

En el concepto de Funcién Lineal esta implicito el de proporcionalidad, y dentro de esta
hay elementos que no se definen ni se desarrollan y que se dan por sentados, dentro de
estos estan la razén, proporcién y solucion de problemas de proporcionalidad. La Funcién
Lineal puede considerarse como la matematizacion de las nociones cotidianas vy utilitarias
en la proporcion (Fiol y Fortuny, 1990, citado en Roldan, 2013, p. 45).

Expresion algebraica

Las ecuaciones y las férmulas son la forma de representar la funcion por medio de
una expresion escrita en la que se explicita la relacion entre las variables, dicha
expresion analitica (Ver figura 8) puede estar representada por medio de un
polinomio o no y, corresponde a la dependencia entre cantidades o magnitudes (p.
38).

3.2.2. INTERPRETACION ESTRUCTURAL DE LA FUNCION LINEAL

Del Software Cabri bajo el concepto de lugar geométrico en el Modo Analitico-
Estructural de la Funcién Lineal.

La Funcion Lineal se puede definir desde el método de los lugares geométricos,
teniendo en cuenta que:
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Se llama lugar geométrico de puntos a la figura formada por todos los puntos del plano —o
en su caso, del espacio— que poseen una propiedad determinada. La esencia del método de
los lugares geométricos consiste en lo siguiente: supongamos que al resolver un problema
matematico debemos construir un punto P tal que satisfaga una serie de condiciones —
pensemos que son dos 0 mas—, las cuales son enumeradas —condicién 1, condicion 2, etc.
—; el lugar geométrico que cumple la condicion 1 es una figura Fy, el lugar geométrico que
cumple la condicién 2 es otra figura F,, Entonces el punto buscado P debe pertenecer
simultdneamente a las figuras Fi, F,, esto es, se encuentra en la interseccion de las figuras
(Diaz, 2009, p. 45)

En el Modo Analitico-Estructural de la Funcion Lineal (AE-FL), esta se describe como un
lugar geométrico, donde dado un punto P arbitrario, las proyecciones son perpendiculares
a los ejes cartesianos, ademas es indispensable que dicho punto sea colineal a todos los que
estan sobre la misma recta.

Dado un espacio 2D, en la representacion como un lugar geométrico (Ver figura 6) se
observa que el punto P esta sobre las dos rectas perpendiculares a los ejes cartesianos, y en
la medida en que se cambien los valores de m y x, el punto P cambia de posicion
desplazandose en la recta siempre sobre las perpendiculares, lo que permite concluir que
todos los puntos sobre dicha recta cumplen las condiciones ya descritas (Diaz, 2009).

Como un lugar
y = f(x) geométrico, donde dado
1 B un punto arbitrario, las
: proyecciones son
/ perpendiculares a los ejes
cartesianos. ademas es

indispensable que dicho
' punto sea colineal a todos
/ los que estan sobre la
misma recta.

Figura 6: La Funcién Lineal como lugar geométrico.

e Del concepto matematico en el Modo Analitico-Estructural de la Funcion Lineal

A partir de la definicion formal de Funcién Lineal (FL), se define la pendiente de la recta
no vertical como la tangente del &ngulo de inclinacion o como la relacion y, — y;/x, — x4
(Allendoerfer y Oakley, 1988). De lo anterior se entiende la FL en el Modo Analitico-
Estructural como el cociente entre el desplazamiento en el eje y y el desplazamiento en el
eje x, tomando como referencia el punto intersecto (0,b). En este Modo el estudiante

50



utiliza caracteristicas de la FL —creciente y decreciente— para determinar el signo de la
pendiente y el sentido de la recta, sin hacer uso de la relacién mencionada anteriormente.

Para efectos de la investigacion, se asume el Modo Estructural de la Funcién Lineal desde
el software Cabri como un lugar geométrico, dado que para el nivel escolar de los
estudiantes prevalece la visualizacion que se fortalece desde la Geometria Dindmica, en
tanto que se constituye en un mediador que fundamenta la construccion del objeto
matematico, propiciando la relacion de los conceptos a través de sus caracteristicas y
propiedades, lo que ayuda a su comprension.

3.2.3. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA FUNCION LINEAL

El Modo Sintético-Geométrico de la Funcion Lineal (SG-FL) se puede describir desde su
representacion geométrica como un conjunto de puntos infinitos, donde es posible usar
diversas formas de representarla a través de una linea recta infinita.

En este Modo se representa la linea recta como una correspondencia en la que hay
crecimiento proporcional sin tener algun sistema de referenica. Para percibir la forma de la
recta, es necesario que haya una visualizacién previa que cumple el papel de interpretar la
Funcion Lineal desde el Modo SG.

Si se piensa en la representacion mental de la Funcion Lineal, esta se visualiza como una
recta. En el Modo SG—FL se utiliza el lenguaje de las figuras geométricas, al igual que sus
representaciones graficas convencionales (Parraguez, 2012).

La representacion de la Funcion Lineal en este Modo de Pensamiento se presenta a
continuacion (Ver figura 7):

Figura 7: Representacion de la Funcién Lineal en el Modo SG.

3.3 SITUACIONES QUE ILUSTRAN EL MARCO TEORICO

A continuacion se presentan algunas situaciones que involucran la Funcién Lineal,
analizadas desde la teoria Modos de Pensamiento, con las cuales se busca evidenciar como
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se aplica la teoria en diferentes contextos y como a traves de esta se puede hacer uso de
diversas estrategias didacticas, que propician la comprension del objeto de estudio en sus
mdaltiples interpretaciones del objeto matemaético.

SITUACION 1
Surge a partir del siguiente planteamiento:

“La familia de Martin tiene un sembradio de café en su patio. El mes pasado fumigaron
130 m? y este mes deben completar la fumigacion. Los datos obtenidos al completar la
fumigacion del plantio son los que se muestran a continuacion” (Buendia, Ferrari y
Martinez, 2015, p. 78) (Ver figura 8).

Si se tardo un total de 90 minutos en fumigar (se tuvo que realizar en forma proporcional)
por completo:

1. {Cuantos metros cuadrados media el plantio?”

2. ¢De qué otra manera representarias los datos registrados?

Tiarpo/mic. .I\ram'lm:godan’ Do cvrds con b e g, wcinke o vk oy cvod o 0.
AT TR O . e

V (40, 210)

(0, 130)

. 210

L o am— o ——

Un estudiante que se encuentre en un modo AA-FL puede utilizar una de las siguientes
estrategias:

Estrategia 1

Remitirse a la experiencia de la escuela y utilizar la herramienta aritmética conocida como
“regla de tres”, planteando las siguientes relaciones numéricas:

40 esa 210

90 esa“x”
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Por medio de esta relacion el estudiante puede hallar la solucion a la pregunta planteada,
dando cuenta de un pensamiento aritmético que pudo haber construido a lo largo de su
formacion escolar, presentando como argumento el hecho de poder completar la tabla a
partir de las comparaciones que puede establecer entre los datos suministrados.

Estrategia 2

Una segunda estrategia que puede utilizar es encontrar la ecuacion de la recta que pasa por
los puntos (0, 130) y (40, 210) representada en la expresion y = 2x + 130 (Ver figura 8),
luego intentar hallar el valor de la "y" cuando "x = 90".

De otra parte, quien esté en un modo SG-FL reconoce que los puntos encontrados
representan la linea recta como una correspondencia en la que hay un crecimiento
proporcional, obteniendo una representacion como la mostrada en la figura 12 (Ver figura
9).

Un estudiante que coordine un modo SG—FL con el modo AA-FL, puede concluir que cada
par de datos que componen la tabla establecen una relacion de proporcionalidad, y esta
posteriormente permite la representacion grafica por medio de la linea recta y que ademas a
medida que se van obteniendo mas datos, dicha recta se ira prolongando.

Quien se encuentre en el modo AE-FL piensa la recta como un lugar geométrico donde al
tomar cualquier punto sobre esta, cumple las condiciones de encontrarse sobre las rectas
que son, respectivamente, perpendiculares a los ejes x y y, y que ademas son colineales; lo
que le permite pensar que, por ejemplo, los puntos (0,30) Yy (40,210) pertenecen a la
recta representada por la expresion y = 2x + 130, y estan sobre las rectas perpendiculares
a los ejes cartesianos.

Cuando el estudiante encuentra y utiliza la ecuacion para hallar otras de las parejas
ordenadas que forman la recta, y ademas reconoce que existen infinitos puntos sobre dicha
recta que son a los ejes cartesianos, y que dichos puntos son colineales, permite deducir que
esta transitando entre los Modos AA-FL -AE-FL.

Una vez se encuentre la ecuacion que representa todos los puntos sobre la recta (AA-FL),
se utiliza para hallar parejas ordenadas que estan sobre la misma y cumplen las condiciones
ya descritas (AE-FL), y dichas parejas se pueden representar graficamente estableciendo
una relacion de correspondencia proporcional (SG-FL), de esta manera se da el transito
entre los dos Modos evidenciandose la presencia de los mismos en el proceso cognitivo del
estudiante.
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SITUACION 2

En la tesis de Maestria “El aprendizaje de la funcion lineal, propuesta didactica para
estudiantes de 8° y 9° grados de educacion basica.” (Posada y Villa, 2016), se plantea la
siguiente situacion (Ver figuras 9 y 10)

v Observar las siguientes figuras y analizar cémo van cambiando:

v’ Elaborar una tabla como la siguiente donde se registre la informacion de los cambios de
cada patron.

v Encontrar una expresion general que permita hallar la figura correspondiente para cada
posicion.

v’ Utilizar la expresion que se hallé para representar los datos obtenidos por medio de una
recta en el plano cartesiano.
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Un estudiante desde un Modo Analitico—Aritmético empieza a encontrar relaciones entre
las figuras que se van formando en cada posicion, de esta manera halla el patron de
formacion construyendo la expresion general que lo representa. Para llegar a dicha
expresion puede utilizar la siguiente estrategia:

Para la primera secuencia podra observar el nimero de rombos que van surgiendo en cada
posicion, y a parir de estos establecer relaciones para saber cuél es la regla de formacion
que va dando origen a cada figura. Esta estrategia puede ser utilizada en los demas
patrones para encontrar la regla general en cada caso.

Cuando el estudiante logra hallar la expresién general para encontrar la figura en la
posicion n-ésima (AA-FL), puede establecer parejas ordenadas entre la posicion y el
nimero de elementos que compone cada figura, y de esta manera generar una
correspondencia en la que hay un crecimiento proporcional obteniendo una linea recta (SG—
FL). Por ejemplo, en el caso de la tercera secuencia, puede llegar a la expresion a,, =
4n + 2 y con esta buscar las formas de las figuras que estarian en cualquier posicion, para
luego relacionar la posiciéon con la cantidad de cerillas que hay en cada término de la
secuencia, obteniendo resultados como (1, 6), (2, 10), (3, 14), (4, 18), (5, 22), (6, 26), etc.
Las parejas que el estudiante determina puede representarlas en el plano de coordenadas
cartesianas y generar una representacion gréafica.

En este Modo se representa la linea recta como una correspondencia en la que hay
crecimiento proporcional, generandose una representacion unidimensional

El trénsito entre los Modos de Pensamiento se evidencia cuando el estudiante encuentra la
expresion general que representa todos los puntos sobre la recta (AA-FL), luego la utiliza
para hallar diferentes parejas ordenadas que estén en la misma, entendiendo esta como un
lugar geométrico donde cada punto se encuentra sobre las rectas perpendiculares a los ejes
de coordenadas cartesianas, ademas cumplen la propiedad de colinealidad (AE-FL),
posteriormente dichas parejas se pueden representan en el plano cartesiano (SG-FL).

SITUACION 3

En la tesis de Maestria “Dificultades que presentan los estudiantes de tercer grado de
educacion secundaria al trabajar con los diferentes registros de representacion de la funcion
lineal” (Guzman, 2006), se presenta la siguiente situacion (Ver figura 11):

De un resorte se cuelgan diferentes objetos y se registran sus pesos en una tabla con el
alargamiento que produce cada peso los cuales son directamente proporcionales. Se
solicita a los estudiantes representar la informacion de diferentes formas —tablas, graficas,
expresion analitica— propiciando un acercamiento a la construccion del concepto de
Funcion Lineal.

55



Alargamiento
(cm.)

2

Un estudiante que se sitia en un modo AA puede utilizar la siguiente estrategia:

Plantear una “regla de tres” estableciendo las siguientes relaciones numéricas:

10esa?2

[IPV32]

15esa“x

Este planteamiento le permite encontrar los datos que hacen falta en la tabla, estableciendo
que a cada valor de la magnitud “peso” le corresponde un valor de la magnitud “longitud”
(alargamiento), identificando la primera como la variable “independiente” y la segunda
como aquella que depende de los gramos que contenga cada peso.

Otra manera de verificar que se encuentra en un Modo Analitico-Aritmético, es cuando
encuentra la expresion que representa las parejas de puntos halladas en la tabla, esto le
permite al estudiante representar la linea recta como una correspondencia en la que hay
crecimiento proporcional, aspecto que evidencia el transito entre los Modos Analitico—-
Aritmético y Sintético-Geomeétrico. Asi, por ejemplo, en el caso de las parejas ordenadas

(10, 2) y (15, 3), la expresion matematica a la que puede llegar es y = %x, permitiéndose
verificar, con esta, si los datos encontrados en la tabla son correctos. El transito entre los
dos Modos de Pensamiento AA-FL—-SG-FL, le permite concluir que los datos que

componen la tabla forman una linea recta, cuyos puntos se pueden encontrar con la ayuda
de la ecuacion hallada (Ver figura 12).
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En esta situacion matematica se evidencia que un estudiante esta en via de comprender el
Modo AE de la Funcion Lineal, cuando piensa la recta generada como un lugar geométrico
donde cada punto se encuentra sobre las rectas perpendiculares a los ejes de coordenadas
cartesianas y ademas son colineales.

El estudiante que logra establecer la grafica de la Funcion Lineal a partir de la ecuacion y
luego argumenta desde la definicion de la recta como un lugar geométrico, muestra
evidencia de transito entre los Modos AA-FL—-SG-FL—-AE-FL.

SITUACION 4

“En el siguiente diagrama, ;cual es la relacion entre la cantidad de rectdngulos y el
perimetro de la figura que forman? Representar esta relacion con una tabla, palabras,
ecuacion y una grafica” (Ver figura 13).

1 rectanguio 2 eclangisos 3 rectangulos 4 rectanguios

Figura 13: Representacion de la situacion 4. Recuperado de https://www.youtube.com

En un primer lugar el estudiante podria empezar a encontrar relaciones entre los perimetros
de cada figura, llegando a planteamientos como los siguientes: la primera figura tienen un
rectangulo y su perimetro es 12, la segunda estd conformada por dos rectangulos donde la
suma de los lados es de 14, y asi sucesivamente iria relacionando el perimetro de cada
figura y el nimero de rectdngulos en cada una. En ese momento muestra que estd

transitando por los Modos AA- FL -SG-FL por las relaciones numeéricas establecidas, asi
como por las representaciones geométricas como tal encontrada en cada posicion.

Todo este proceso anteriormente descrito lo puede llevar a concluir que los perimetros para
cada figura estarian representados en expresiones como las siguientes:

Figura 1: 5 (2) + 2 (1) cuyo resultado es el perimetro de la figura en la posicion uno.
Figura 2: 5 (2) + 2 (2) cuyo resultado es el perimetro de la figura en la posicion dos.
Figura 3: 5 (2) + 2 (3) cuyo resultado es el perimetro de la figura en la posicion tres.

Figura 4: 5 (2) + 2 (4) cuyo resultado es el perimetro de la figura en la posicion cuatro.
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En cada figura observa que el producto de “(5).(2)” se mantiene constante, y representa las
veces que se repite el lado mayor en las figuras formadas, mientras que los productos
“2.(1), 2.(2), 2.(3), 2.(4)” hacen alusion a las longitudes formadas por los lados cortos de
cada rectangulo, y que ademas los nimeros encerrados en los paréntesis (1, 2, 3, 4) son las
posiciones de cada figura.

Todas estas deducciones llevan al estudiante a encontrar la expresion general que
representa cada figura dependiendo de su posicidn, hallando la siguiente ley de formacion:
P = 2n + 10. Para este momento se habla del Modo AA-FL donde el estudiante logra
encontrar la ecuacion que representa el perimetro para cualquier posicion.

Un modelo de tabla que puede ser construida es la siguiente (Ver figura 15)., donde se
registra la cantidad de rectangulos en cada figura, el perimetro y el par ordenado que
posteriormente generaria la representacion geométrica en el plano cartesiano, lo que
nuevamente estaria dando cuenta de un transito entre los modos AA-FL—SG-FL.

Un estudiante que coordine un Modo SG—FL con AA-FL puede concluir que cada par de
datos que componen la tabla, estdn formando una linea recta y que ademéas a medida que se
van obteniendo mas pares ordenados ird prolongando hacia el “infinito” (Ver figura 14):

La representacion cartesiana a la que llegaria el estudiante a partir de los pares ordenados se
presenta a continuacion, y estaria dando cuenta directamente del Modo AA-FL, y al
generar la gréfica estaria evidenciando la articulacion entre los modos AA-FL—-SG-FL.
(Ver figura 14).
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Figura 14: Articulacion entre los Modos AA 'y SG. Recuperado de
https://www.youtube.com/watch?v=eM8bQzNg_bo&t=329s

Quien se encuentre en el modo AE-FL piensa la recta como un lugar geométrico, donde
cada punto se encuentra sobre las rectas perpendiculares a los ejes de coordenadas
cartesianas y son colineales, concluyendo que, por ejemplo, las parejas ordenadas (1, 12) y
(2, 14) representan puntos que cumplen dichas propiedades

Una vez encontrada la ecuacion que representa todos los puntos sobre la recta (AA-FL), se
utiliza esta para hallar parejas ordenadas que estén sobre la recta y que cumplen las
propiedades descritas anteriormente (AE—FL), y dichas parejas se pueden representar en el
plano cartesiano (SG—FL); se evidencia un transito entre los Modos de Pensamiento.
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SITUACION 5

Con ayuda del Software CABRI, construir la recta como lugar geométrico que represente la
siguiente Funcion Lineal: y = 2x + 1 (Ver figura 15):

El estudiante inicialmente ubica un punto sobre el eje x y halla el valor numérico del
mismo, ademas traza una recta perpendicular a dicho eje que pasa por el punto ubicado
inicialmente, luego escribe la expresion dada 2x + 1 sobre la cual aplica el valor hallado de
la x, mostrando que se encuentra ubicado en un modo AA-FL.

Posteriormente, traslada sobre el eje y el valor numérico resultante al aplicar el valor de la
x en la expresion dada, y sobre este traza una recta perpendicular al eje y de tal manera que
la misma intersecte la perpendicular trazada inicialmente sobre el eje x; luego con la opcion
de “lugar” dada por el Software, toca el punto de interseccion y el punto donde estd ubicado
el valor de x, generando la recta como el lugar geométrico, de esta manera da evidencia de
estar transitando por los modos AE-FL—-SG—FL.

El estudiante muestra un transito entre los modos AA-FL—-SG-FL—AE-FL cuando a
partir de la expresion dada, logra trazar la recta que la representa, comprobando que el
conjunto de puntos que la forman son perpendiculares a los ejes cartesianos y ademas
colineales entre si.

f(x)=2x+1

y =263

/

/ 1;(:0,82

3.4. ARTICULADORES HIPOTETICOS QUE PROPICIAN EL TRANSITO
ENTRE LOS MODOS DE PENSAR LA FUNCION LINEAL

El estudio de la teoria Modos de Pensamiento a través de situaciones en contexto,
permitieron identificar algunos elementos de la matematica que propician el transito en los
modos AA-FL-SG-FL, AA-FL-AE-FL, SG-FL-AA-FL y SG-FL—>AE-FL de pensar
la Funcion Lineal. Dichos elementos se denominan articuladores, estos se plantean como
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hipdtesis y se fundamentan desde el andlisis historico epistemologico del objeto
matematico, asi como de la experiencia docente de los investigadores.

e Hipotesis 1:
Transito SG- FL -AA-FL:
Coordenadas cartesianas —Ath.1—.

e Hipdtesis 2:
Trénsito AA-FL-SG-FL:
Dominio de la funcién y su relacion entre el rango—Ath.2—.
Angulo de inclinacion de la recta con respecto al eje x —Ath.3-.
Relaciones de proporcionalidad —Ath.4—.

Las hipotesis 1 y 2 se plantean con base en la analogia encontrada desde el punto de vista
historico-epistemologico, donde “Descartes (1596 — 1650) funda el primer sistema
matematico moderno, persiguiendo la union entre el Algebra con la Geometria, permitiendo
que la linealidad adopte representaciones que permiten expresar lo geométrico por medios
algebraicos, posibilitando transitar entro lo analitico y lo geométrico” (Acosta, 2011, p.
141).

Este transito planteado por Acosta (2011) se puede dar en sentido contrario, es decir, de lo
geométrico a lo analitico, aspecto que lo corrobora la experiencia en el aula de clase,
cuando los estudiantes, a partir de la representacion grafica de la recta, pueden identificar
elementos —citados en la hipotesis 1- que les permita hallar la representacién analitica de la
recta.

e Hipdtesis 3:
Tréansito SG-FL—-AE-FL.:
Condiciones de la linea recta (perpendicularidad de los puntos con respecto a los
ejes cartesianos y colinealidad) —Ath.5—.

e Hipdtesis 4:
Transito AA-FL—-AE-FL.:
Plano cartesiano y condiciones de la linea recta (perpendicularidad de los puntos
con respecto a los ejes cartesianos y colinealidad) —Ath.6—.

Las hipdtesis 3 y 4 se formulan partiendo de los antecedentes histdricos-epistemoldgicos en
torno a la Funcion Lineal, donde en el periodo moderno “Descartes (1596 — 1650) asocia un
conjunto de pares ordenados de numeros reales (x, y) a un lugar geométrico (en términos
modernos, f(x,y)=0) representado en un sistema de ejes cartesianos” (Acosta, 2011, p. 141).

Si bien no hay evidencias de la concepcion de lugar geométrico que propone el autor, se
resalta que se homologa al que se tiene en el presente trabajo de investigacion, en cuanto
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que en ambos casos se habla de la estructura de la recta, aspecto que seria comun a ambas
concepciones.

A continuacion se muestran los articuladores hipotéticos entre cada Modo de pensamiento
de la Funcion Lienal (Ver figura 16):

Articulador 1

fx)=mz+b
yomesd

O-n)=mz-1)

Articuladores 2, 3, 8,

Articulador 6

Articulador S

3.5 CONCLUSIONES DEL CAPITULO

Luego de realizar un rastreo de la teoria Modos de Pensamiento, y de analizar diferentes
situaciones matematicas a la luz de la misma en torno al objeto matematico Funcién Lineal,
se levantan las hipotesis respecto a los elementos articuladores que propician el transito
entre los modos de pensar la Funcion Lineal; ademas se evidencia que dicha teoria permite
que el estudiante sea quien construya de forma directa el concepto trabajado, propiciando la
posibilidad de interpretarlo de diferentes maneras a medida que transita por los Modos,
aspectos que tienen implicaciones positivas en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la
matematica. Por otra parte, es importante visualizar el marco en situaciones matematicas,
pues permite identificar algunos elementos para tener en cuenta dentro de la planeacion de
las actividades, a desarrollar en la Unidad Didéactica.
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CAPITULO 4

DISENO METODOLOGICO



En este capitulo se hace referencia al disefio metodoldgico fundamentado en el estudio de
casos, dando un sustento empirico experimental a la investigacion. Se realiza una
descripcion de las herramientas a utilizar en la recoleccién de informacién y se definen las
etapas de investigacion.

4.1. DISENO METODOLOGICO

La presente investigacion es de corte empirico experimental, en cuanto que lleva al
investigador a implementar procedimientos practicos con un objeto de estudio en particular
en torno a una problematica, creando las condiciones necesarias para esclarecer las
propiedades y relaciones del objeto (Métodos y Técnicas de Investigacion. (sf).
Recuperado el 18 de septiembre de 2016).

Lo empirico se entiende como aquello que:

“Esta orientado al campo de observacion; la atencion se centra en lo que se observa,
incluidas las observaciones hechas por los informadores; hace todo lo posible por ser
naturalista, no intervencionista; y hay una relativa preferencia por la naturalidad
linguistica en las descripciones, con un cierto desdén por las grandes expresiones. (Stake,
2010, p. 50).

De otra parte, se resalta que en el diccionario en linea de la Real Academia Espafiola —

RAE- se define “experimental” como “Fundado en la experiencia, o que se sabe y alcanza
por ella” (RAE, citado en Zabala, 2015, p. 60).

La definicion de “empirico” dada por Stake (2010) se adapta a esta investigacion, en cuanto
que la atencién se centra en lo que se observa, es decir, en los estudiantes y en la
problematica que se identifica previamente, partiendo de la implementacion de diferentes
técnicas e instrumentos que se explican en el presente capitulo.

Se adopta en el proceso de investigacion un enfoque cualitativo, en cuanto que comienza
con la recolecciodn de datos alrededor de un problema relacionado con el objeto matematico
Funcion Lineal, los cuales se obtienen mediante la observacién empirica, permitiendo
encontrar relaciones que justifiquen los datos identificados, todo esto mediante el estudio
de fendbmenos semejantes (Quecedo y Castafio, 2012).

4.2. ESTUDIO DE CASOS

La investigacion se lleva a cabo en el marco del estudio de casos, a partir de la cual se
plantea la posibilidad de tener en cuenta las particularidades y complejidades de un caso
especifico, para llegar a la comprension de su esencia en circunstancias importantes (Stake,
2010). El interés esta puesto en centrar la atencion en el objeto de estudio conocido como
Funcion Lineal, pensando en comprenderlo en contextos especificos desde sus maultiples
representaciones, garantizando diferentes interpretaciones del mismo objeto matematico.
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La Metodologia estudio de casos es particularmente pertinente en el desarrollo de la
presente investigacion, en cuanto que se involucra directamente en la teoria Modos de
Pensamiento, aspecto que confirma Parraguez y Randolph (2017). El estudio de casos
permite establecer las particularidades y complejidades de los actores que hacen parte de la
investigacion, aportando procesos facilitadores de analisis tanto particulares como
circunstanciales en el desarrollo investigativo (Stake, 2010).

El conocimiento matemético que se deriva de esta estrategia metodologica es de tipo
conceptual, permitiendo entender realidades especificas alrededor de un contexto global.
“Esta estrategia hace énfasis tanto en aquellos elementos comunes de los casos, como en
aquellos elementos diferenciadores que complejizan, diversifican y especifican cada una de
las diferentes experiencias estudiadas” (Bonilla, 2012, p.60).

De acuerdo a lo anterior, en la seleccion de los casos el investigador debe ser cuidadoso en
su conformacion, buscando que estos reinan caracteristicas y particularidades que permitan
la identificacion de todos los elementos que se requieren analizar.

Entendemos que la investigacién de estudio de caso no es una investigacion de muestras.
No estudiamos un caso fundamentalmente para comprender otros casos. Nuestra primera
obligacion es comprender el caso concreto, pero si destacamos que estos son claves en la
toma de decisiones. (Stake, 2010, p. 12).

Esta investigacion se desarrolla con diferentes participantes, descritos mas adelante en la
seccién 4.3. Se divide en tres grupos que representan los casos 1, 2 y 3, respectivamente,
con caracteristicas especificas, en los cuales se seleccionan, como lo plantea Stake (2010),
aquellos casos que ofrezcan las mejores y mayores oportunidades de aprendizaje con
respecto a la problemética objeto de estudio, con la finalidad de evidenciar los elementos
Articuladores que subyacen en el transito por los Modos de Pensamiento.

Es importante resaltar que, durante la observacion, en el caso de la investigacion cualitativa
con la metodologia de estudio de casos, se deben registrar los acontecimientos, datos y todo
tipo de informacion que se obtenga para asi presentar un buen andlisis y un buen informe
final, que no da lugar a cuestionamientos (Stake, 2010).

4.3. PARTICIPANTES

La poblacién con la cual se lleva a cabo el proceso de implementacion de las actividades
estd conformada por 140 estudiantes del grado noveno, de la Institucion Educativa
Monsefior Francisco Cristobal Toro, ubicada en la ciudad de Medellin, en el barrio
Aranjuez de la comuna 6, sus edades oscilan entre los 14 y 17 afios. Dicha implementacion
se extiende al total de estudiantes del grado cumpliendo con el objetivo de investigacion
propuesto, encaminado a contribuir con el mejoramiento de los componentes Numérico—
Variacional y Geométrico—Métrico en los resultados de las Pruebas Saber.
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Para efectos de aplicar el cuestionario y realizarle su respectivo analisis a priori y a
posteriori, se eligen 30 estudiantes —E1, E2, E3, E4, E5...E30- donde cada uno es
etiquetado con la letra E, seguido de un nimero que se asigna para mantener en el
anonimato la identidad de quien responde. Por ejemplo, el participante tres se nombra como
E3. Los participantes fueron seleccionados a partir de los resultados obtenidos, tanto en la
implementacion de las actividades construidas a la luz del marco tedrico, como en su
desempefio académico en el area de matematicas, permitiendo identificar los estudiantes
que conforman los casos 1 y 2. Asi mismo, surge un caso 3 conformado por aquellos
estudiantes que durante la aplicacion del cuestionario, evidencian algin(os) transito (s)
entre los modos de pensar la Funcion Lineal (Ver figura 3).

Se trabaja con estudiantes de diferentes grupos escolares —de un mismo grado- con
desempefios académicos diferentes. Es relevante resaltar que el objeto matematico que hace
parte del estudio, esta inmerso en la malla curricular institucional, aspecto que posibilita el
acceso directo de los investigadores en la recoleccion de los datos.

4.4. CASOS DE ESTUDIO

A continuacion, se presentan los tres casos de estudio que fueron considerados en la
investigacion, describiendo las caracteristicas que se tuvieron en cuenta para su eleccion
(Ver figura 17):

Participantes

Caracteristicas

Herramienta

Casol | E1, E3, E9, E11, E13, Demuestran niveles de desempefio Cuestionario.
E16, E19, E21, E23, E24, |alto o superior en el area de ;
E25, E26, E27. matematicas, ademéas evidencian Gufas de

transito entre los modos de pensar la
Funcion Lineal al implementar las
actividades propuestas.

aprendizaje
(medicidn inicial)

Caso 2

E2, E4, E5, E6, E7, ES,

E10, E12, E14, E15, E17,
E18, E20, E22, E28, E29,

E30.

Presentan niveles de desempefio
béasico y evidencian transito entre los
modos de pensar la Funcion Lineal al
implementar las actividades
propuestas.

Cuestionario.

Guias de
aprendizaje
(medicion inicial)

Caso 3

El, E3, E6, E9, E11, E12,

E13, E15, E18, E19.

Evidencian, en el analisis a posteriori
del cuestionario, una articulacién
entre los modos de pensar la Funcion
Lineal.

Entrevista Semi-
estructurada.

Figura 17: Casos de estudio.




4.4.1. UNIDADES DE ANALISIS

CASO 1: El primer grupo lo conforman 13 estudiantes -E1, E3, E9, E11, E13, E16, E19,
E21, E23, E24, E25, E26, E27- donde cada uno es etiquetado con la letra E, seguido de un
ndmero que se asigna para mantener en el anonimato la identidad de quien responde, por
ejemplo, el participante tres se nombra como E3 segin la figura 19 del disefio
metodoldgico; estos cursan el grado noveno de Educacion Bésica Secundaria, durante el
afio escolar han demostrado niveles de desempefio alto o superior en el &rea de
matematicas, ademas durante el proceso de implementacion de las actividades planteadas
como parte del trabajo cotidiano del docente, y disefiadas a la luz del marco tedrico,
evidenciaron un posible transito entre los modos de pensar la Funcion Lineal. Esto
evidenciado en el sistema institucional de evaluacion. Dichos estudiantes han trabajado
durante el segundo periodo académico la Funcién Lineal. El propdsito es indagar en
aquellos elementos articuladores que utilizan los estudiantes para pasar de un modo de
pensar a otro, mediante el desarrollo del cuestionario.

CASO 2: El segundo grupo esta conformado por 17 estudiantes -E2, E4, E5, E6, E7, ES,
E10, E12, E14, E15, E17, E18, E20, E22, E30, E28, E29-, cada uno es etiquetado con la
letra E, seguido de un nimero que se asigna para mantener en el anonimato la identidad de
quien responde, por ejemplo, el participante dos se nombra como E2 segun la figura 19 del
disefio metodoldgico; también cursan el grado noveno de Educacion Basica Secundaria,
pero a diferencia del Caso 1, presentan un nivel de desempefio basico, quienes durante el
proceso de implementacion de las actividades planteadas como parte del trabajo cotidiano
del docente, y disefiadas a la luz del Marco Tedrico, evidenciaron un posible transito entre
los modos de pensar la Funcion Lineal. Estos estudiantes son seleccionados porque se
considera importante confirmar o descartar los articuladores hipotéticos que han sido
planteados en este estudio.

CASO 3: Los estudiantes que participaron en este caso son aquellos que luego de la
aplicacion del cuestionario y del andlisis a posteriori del mismo, evidencian una
articulacion entre los modos de pensar la Funcion Lineal segun lo planteado en el analisis a
priori, de igual manera tienen manejo del Software Cabri en relacion con el objeto
matematico. Para efectos de la entrevista, estos participantes se tipifican de la siguiente
manera: Los estudiantes entrevistados se nombran de la siguiente manera: En,, En,, Ens,
En,, Ens, Eng, En,, Eng, Eng, En,,, donde Emn, es el entrevistado 1, con el numeral del
anonimato segun lo establecido en el numeral 5.3 de la conformacién del caso 3.

4.5. HERRAMIENTAS PARA LA RECOLECCION DE LA INFORMACION

Martinez (2011) plantea que en un estudio de caso pueden utilizarse diferentes herramientas
como: “documentos, archivos, entrevistas, observacién, artefactos, grupos de enfoque,
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cuestionarios y otros” (p. 31). Algunas de estas herramientas mencionadas por el autor se
implementan en el presente trabajo de investigacion, las cuales se describen a continuacion:

4.5.1 OBSERVACION

Esta herramienta “apunta a mirar y estudiar algo detenidamente, concentrando nuestra
atencion en aquello que nos proponemos conocer” (Martinez, 2011. p. 33).

Para llevar a cabo esta observacion se requiere:
e Medios audiovisuales (audio, video, fotografias)

Los audios, videos y fotografias son utilizadas con el proposito de observar como es que los
estudiantes desarrollan las actividades identificando elementos diferenciadores (Ospina,
2012), ademas permite rastrear la solucion de las situaciones tanto en pequefios grupos
como de manera individual, registrando los procesos utilizados cuando se enfrentan a la
solucion de las situaciones presentadas, centrando la atencion en la manera como proponen
diferentes estrategias que les permite interpretar y encontrar posibles soluciones a las
mismas, elementos que propiciaran herramientas para detectar el Modo de Pensamiento en
que se estd desenvolviendo, asi como los instantes en que sus analisis les permite generar el
transito entre uno y otro Modo.

e Entrevistas Semi-Estructuradas

Se realizan entrevistas con grupos focalizados (Caso 3) posterior al proceso de aplicacion
del cuestionario en el aula, cuyo principal objetivo es indagar en detalle por los elementos
articuladores utilizados por los estudiantes en la solucion de las situaciones planteadas,
permitiendo identificar elementos que enriquezca el posterior analisis de resultados.

Estas parten de una pauta o guia de preguntas con los temas o elementos claves que se
desean investigar (Martinez, 2011).

4.5.2. CUESTIONARIO

La intencion del cuestionario es indagar en los Modos de Pensamiento Sintético-Geomeétrico,
Analitico-Aritmético y Analitico—Estructural de comprender la Funcién Lineal, que privilegian
los estudiantes al momento de resolver una pregunta, asi como la forma en que transitan entre
un modo y otro SG-AA, SG-AE, AA-AE, identificando los articuladores que propician dicho
transito.

La herramienta (Ver anexo 1) consta de cinco preguntas abiertas, cuyos objetivos son
respectivamente:
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e Verificar si los estudiantes reconocen y determinan la expresion analitica de una
Funcion Lineal cuando se les presenta la grafica, propiciando de esta manera una
articulacion entre los modos SG-FL—-AA-FL.

e Comprobar si los estudiantes identifican las ecuaciones que describen la Funcion
Lineal, asi como su interpretacion como lugar geométrico, cuando se les presenta un
grupo de ecuaciones de diferentes grados que deberan representar graficamente y
verificar si cumplen las condiciones de perpendicularidad a los ejes cartesianos y
colinealidad, con lo cual se espera, propiciar la articulacion entre los modos SG—
FL-AA-FL-AE-FL.

e Contrastar si los estudiantes logran hallar la ecuacion de una Funcion Lineal a partir de
los elementos que la definen y las condiciones como lugar geométrico, generando una
articulacion entre los Modos SG-FL-AA-FL—-AE-FL.

e Comprobar si los estudiantes identifican la representacion grafica de la Funcion Lineal,
reconociendo la recta como lugar geométrico, y a partir de ello, el reconocimiento de
las relaciones cartesianas generando una expresion analitica. Estos elementos propician
una articulacion entre los modos SG-FL—-AA-FL—-AE-FL.

e Verificar si los estudiantes aplica diversas estrategias que le permitan representar
graficamente la Funcion Lineal, propiciando la articulacion entre los modos AA-
FL-SG-FL y AA-FL—>AE-FL.

El cuestionario es aplicado a los casos de estudio 1 y 2 descritos en la seccién 4.3. En el
disefio de las preguntas se considerd importante fortalecer el transito entre SG-FL->AA-
FL—AE-FL, debido a que investigaciones anteriores han evidenciado que los estudiantes
que comprenden los objetos matematicos como un lugar geométrico (modo AE-FL),
presentan mayores posibilidades de lograr la comprension profunda del concepto, debido a
que esto ayuda en la interaccién con los otros modos SG-FL—-AA-FL (Bonilla, 2012).

Lo anterior lo confirma Bozt y Parraguez (2012,) cuando afirman que los estudiantes que
logran establecer mejores conexiones entre los modos de pensamiento, son aquellos que
presentan una mayor comprension de la definicion formal del concepto.

4.5.3 DOCUMENTOS

e Guias de aprendizaje (Bitacoras de los estudiantes) como sustento del producto Unidad
Didactica.

La herramienta esta compuesta por una serie de guias que se aplican en el aula como parte
del trabajo cotidiano del docente, las cuales posteriormente permitiran fortalecer el
producto final que se refleja en la elaboracion de la Unidad Didactica (Ver anexo 6), estas
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son disefiadas por los investigadores a la luz del marco tedrico, fortaleciendo los tres
Modos de Pensamiento: Sintético-Geométrico, Analitico-Aritmético y Analitico-
Estructural, asi como los respecticos transitos entre uno y otro.

Las guias son desarrolladas por los estudiantes y su propdsito es abordar el objeto
matematico desde sus diferentes interpretaciones (AA-FL, SG-FL y AE-FL), aspecto que
posteriormente se vera reflejado en la elaboracion de la Unidad Didactica como uno de los
productos finales de la investigacion. Cada guia se presenta con una situacion matematica
en contexto relacionada con la Funcién Lineal. A continuacién, se explica el objetivo de
cada una y se hace una breve descripcion:

Guia de aprendizaje 1:“Bitacora Familiar”

Objetivo: Construir el concepto de relacion desde un contexto familiar en la formalizacion
del concepto de funcién.

En el andlisis historico realizado se observa que el concepto de funcién es de gran
importancia al momento de abordar la Funcion Lineal. Por tanto se plantean una serie de
situaciones en un contexto real buscando que los estudiantes, desde su cotidianidad,
construyan los conceptos de “relacion” y “funcidén”, llegando a establecer similitudes y
diferencias entre uno y otro. De otra parte, aparecen las primeras nociones de “dominio” y
“rango”, fortaleciendo el Modo de pensar AA-FL respecto a las relaciones existentes entre
variables, las cuales son fundamentales al momento de abordar el estudio de la Funcion
Lineal (Ver anexo 2)

Guia de aprendizaje 2: “Siguiendo patrones”

Obijetivo: Identificar regularidades en un conjunto de figuras y, a partir de estas, determinar
la expresion general.

Se plantea una situacion en contexto denominada “Funcién Lineal desde Patrones”, donde
los estudiantes, a partir de una serie de figuras (Ver figura 19), deben encontrar
regularidades que les permite hallar una expresion general que represente cada una en la
posicion “n”, la cual se convierte en una funcion de tipo lineal. Dicha situacion lleva a que
los estudiantes lleguen a generar mdltiples interpretaciones: unas de tipo SG
(representacion grafica) y otras enmarcadas en un pensamiento AA-FL (parejas ordenadas,
diagrama sagital, tablas y expresion analitica).), realizando un analisis de aquellos
elementos que conforman la Funcion Lineal (variable dependiente e independiente, la
pendiente e Interceptos). Todo ello con el propdsito de facilitar su comprension profunda.
(Ver anexo 3)

Guia de aprendizaje 3: Una mirada estructural de la Funcion Lineal mediada por el
software Cabri.
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Obijetivo: comprender la Funcion Lineal como lugar geométrico desde la representacion
estructural, utilizando el software como mediador.

En un primer momento, los estudiantes indagan en la red acerca de las funciones que
cumple el software Cabri, asi como las diferentes herramientas que lo componen;
posteriormente deben ingresar al software y verificar la funcién y el posible uso de algunas
de las herramientas consultadas previamente.

En un segundo momento, se entrega a los estudiantes las coordenadas de dos puntos (AA—
FL) y las deben ubicar en el plano cartesiano, luego trazan la recta que pasa por dichos
puntos (SG—FL) utilizando la herramienta “coordenada o ecuacion”, hallan la expresion
analitica que representa dicha recta, la cual deben corroborar realizando el respectivo
procedimiento matematico (AA—FL).

En un tercer momento, a partir de la expresion analitica encontrada, se procede a la
construccion de la Funcion Lineal como lugar geométrico, donde el docente da
instrucciones precisas del paso a paso para la realizacién de dicha construccion. Los
estudiantes deberan realizar otras construcciones identificando las condiciones especificas
de la recta como lugar geométrico, fortaleciendo, de esta manera, el Modo AE-FL.
Finalmente, los estudiantes deben establecer semejanzas y diferencias entre la
interpretacion geométrica realizada en el momento dos, y la interpretacion estructural del
momento 3. (Ver anexo 4)

e Rdbricas de analisis

Estas permiten recoger la informacion obtenida en el andlisis a posteriori del cuestionario
aplicado, permitiendo obtener una mirada general de los estudiantes que presentaron
transitos entre los modos de pensar la Funcion Lineal, asi como el registro de diferentes
observaciones que permiten, posteriormente, el disefio de la entrevista que se aplicaria a los
participantes seleccionados previamente.

4.6. ANALISIS A PRIORI DE LOS ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA
FUNCION LINEAL

Para efectos del contexto escolar en el cual se desarrolla esta investigacion, se adopta la
siguiente definicion de Funcion Lineal:

“La funcion y = mx + b, donde my b son constantes, tienen por grafica una linea recta
que forma un &ngulo a con la direccion positiva del eje x (siendo tg a = m) y que corta al
eje y en el punto (0, b)” (Aleksandrov, et. al, 1981).

De la definicién anterior podemos definir los elementos de la Funcion Lineal asi:

e La pendiente
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“La pendiente m de una recta (no vertical) del plano se define como la tangente del angulo

de inclinacion de esta recta. Esta se expresa se la siguiente manera: m =tga = 22701

X2—X1
(Allendoerfer y Oakley, 1988, p. 405).
e Interceptos

Al ubicar una recta en el plano cartesiano se debe tener en cuenta que, si la pendiente es
diferente de cero, entonces la recta interseca los ejes x y y, a cada uno de estos se
denominan intercepto eny e intercepto en x (Roldan, 2013).

Los elementos anteriormente descritos con respecto a la Funcion Lineal, aproxima el
objeto desde una interpretacion geométrica, encontrandose una similitud, desde el
punto de vista grafico, entre su definicibn como lugar geométrico y la que plantea
Roldan (2013). Sin embargo, este Gltimo se queda en un analisis de los atributos de la
gréfica, asi como de las coordenadas que forman cada punto.

4.7. ANALISIS A PRIORI DEL CUESTIONARIO

Antes de aplicar el cuestionario a los estudiantes, se hace necesario hacer un analisis previo
a partir de los Modos descritos (AA-FL, SG-FL y AE-FL) y transitos que se propician
entre estos, donde los investigadores plantean claramente la intencion de cada pregunta,
precisando aquellos elementos del objeto matematico que permiten la articulacion entre los
Modos de pensar la Funcion Lineal. Para realizar dicho analisis, se toma pregunta por
pregunta y se contempla, desde la mirada de expertos, la manera en que se espera
respondan los estudiantes desde cada Modo de pensar, aspecto que, en el analisis a
posteriori, permitira contrastar sus respuestas con la dcl experto. Es importante resaltar que,
como lo plantean Pinto-Rojas y Parraguez (2017), “las respuestas retinen elementos desde
lo practico y lo tedrico por parte del informante, ya que se refiere a cuestiones algebraicas,
analiticas, geométricas o estructurales, que se ponen a tono con los propdsitos del disefio
del instrumento” (p. 883).

A continuacion se presenta el analisis a priori realizado a cada pregunta del cuestionario:

Pregunta 1

A partir del grafico dado (Ver figura 18) determina la ecuacién de la recta. Justifica, en
detalle, el procedimiento que has realizado.

Figura 18: Gréfico de la recta.
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Esta pregunta tiene la intencion de verificar si los estudiantes reconocen y determinan la
ecuacion cartesiana de una Funcién Lineal, propiciando una articulacion entre los Modos
SG-FL—AA-FL.

Los estudiantes que muestran en sus respuestas comprender la Funcion Lineal en los
Modos SG-FL y AA-FL e interactuar entre ellos, son capaces de identificar caracteristicas
y elementos del grafico —posicidn, signo, puntos de interseccion con los ejes y magnitud de
la pendiente—, y a partir de estos, obtener la expresion analitica que representa la recta.

Dentro de los posibles articuladores que propician el transito entre uno y otro Modo, se

(Y1)

encuentran los siguientes: la pendiente y el punto de intercepto con el eje “y”.

Los estudiantes para responder se pueden situar en un modo u otro, como se muestra a
continuacion (Ver tabla 2):

Tabla 2: Andlisis a priori de la pregunta uno del cuestionario.

ANALITICO ANALITICO
3 ESTRUCTURAL
ARITMETICO

Un estudiante en este
En este m_odo encontramos | modo ubica un punto
dos spl_ucmnes desde la (coordenada) sobre la
matematica: recta dada, y utilizando el
concepto de  Funcidn
Lineal como lugar
geométrico, puede trazar
tantas rectas
perpendiculares, a los
ejes, como pueda,
tomando como referente
al punto inicial, extiende
la recta y posteriormente
determina las
coordenadas de las
intersecciones trazadas y
calcula la  pendiente
tomando dos de estas,
reemplaza este valor en la
formula punto-pendiente
de la Funcién Lineal

1. Se eligen dos
coordenadas de la recta
dada y calcula la
pendiente, luego
identifica el punto
intercepto con el eje y, es
decir (0,b) ,
posteriormente reemplaza
los datos hallados en la
expresion general de una
Funcién  Lineal vy =
mx +b (ecuacidn
candnica)
obteniendo por ecuacion

y=—-x—2

2. El estudiante también | ( —y.) = m(x — x;) ,
podria hallar la ecuacion | ghteniendo por ecuacion
pedida calculando la
pendiente de la recta
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dada, luego selecciona y=—-x-—2
una coordenada de la
recta y reemplaza en la
formula punto-pendiente
de la Funcidn Lineal

(y —yD =m(x —x1)
(ecuacion general)
obteniendo por ecuacion

y=-—x—2

Pregunta 2

Selecciona cudles de las siguientes ecuaciones corresponden a una Funcién Lineal, luego
construye una tabla de valores representando los datos de la misma en el plano cartesiano
generando la recta, verifica si los puntos que representan las coordenadas obtenidas son
colineales y perpendiculares a los ejes. Explica como llegaste a la respuesta.

a).y+2x2=9 b)y —3x =4 C). y=4x+3

Esta pregunta tiene la intencion de verificar si los estudiantes identifican las ecuaciones que
describen la Funcion Lineal, y ademas presentan una interpretacion desde las condiciones
como lugar geométrico, propiciando la articulacion entre los modos SG-FL—-AA-
FL—-AE-FL.

Los participantes que muestran en sus respuestas comprender la Funcion Lineal en un
modo SG-FL, AA-FL y AE-FL, e interactuar entre ellos, son capaces de: seleccionar las
ecuaciones que representan una Funcion Lineal justificandolo en la forma y/o grado de la
ecuacion (AA-FL). Si los estudiantes representan graficamente la linea recta como una
correspondencia en la que hay crecimiento proporcional (SG-FL), muestran evidencia del
transito entre los modos AA-FL—-SG-FL, para lo cual puede emplear técnicas analiticas
como: generar coordenadas cartesianas que cumplan con la ecuacion y/o identificar el valor
de “b” y calcular el angulo de inclinacion de la recta con base en el valor de la “pendiente”
a partir de la relacion m=TanA (donde “m” representa la “pendiente” y “A” el angulo).
Con base en el grafico, el estudiante da argumentos desde las propiedades que definen la
Funcion Lineal como lugar geométrico (AE-FL).

Dentro de los posibles articuladores que propician el transito entre uno y otro Modo, se
encuentran los siguientes: forma y grado de la ecuacion, coordenadas cartesianas, intersecto
con el eje y, las relaciones entre las variables (dependiente e independiente), angulo de
inclinacion, y el software Cabri.

Los estudiantes para responder se pueden situar en un Modo u otro, como se muestra a
continuacion (Ver tabla 3):

Tabla 3: Andlisis a priori de la pregunta dos del cuestionario.
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ANALITICO ANALITICO
ARITMETICO ESTRUCTURAL

En este modo el estudiante | En este modo el estudiante
puede revisar cada ecuacién | puede tomar cada ecuacion
y compararla con la |y determinar algunos puntos
expresion general de una | de la recta, luego verificar
Funcion Lineal, luego dar | si estos son perpendiculares
argumentos de acuerdo a la | con respecto a los ejes, en
forma de la ecuacion. caso afirmativo estara frente
a una Funcion Lineal.

Pregunta 3

Encuentra la ecuacion de la recta que intercepta el eje "y" en el punto (0,3) el cual es
perpendicular a los ejes coordenados y tiene por pendiente 4. Justifica tu respuesta.

En esta pregunta se tiene por intencion verificar si los estudiantes logran hallar la ecuacion
de una Funcidon Lineal a partir de los elementos y propiedades que la definen, generando
una articulacioén entre los modos AA-FL—-SG-FL—-AE-FL.

Los estudiantes que muestran en sus respuestas comprender la Funcion Lineal en un Modo
AA-FL, SG-FL y AE-FL e interactuar entre ellos, son capaces de: a partir de los
elementos dados determinar la ecuacion de la recta (AA-FL), con base en esta encuentra
algunas coordenadas cartesianas estableciendo la representacion grafica (SG-FL); por
altimo, verifica que dichas coordenadas sean perpendiculares a los ejes y que ademas
cumplen la propiedad de colinealidad (AE-FL).

Dentro de los posibles articuladores que propician el transito entre uno y otro Modo, se
encuentran los siguientes: punto de intersecto en y , relaciones entre las variables
(dependiente e independiente), coordenadas cartesianas, propiedades de la linea recta.

Los estudiantes para responder se pueden situar en un Modo u otro, como se muestra a
continuacion (Ver Tabla 4):

Tabla 4: Andlisis a priori de la pregunta tres del cuestionario.

ANALITICO ANALITICO
ARITMETICO ESTRUCTURAL
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En este modo el estudiante | En este modo el estudiante
parte de la ecuacion de la | puede pensar la Funcion
Funcion Lineal y = mx + | Lineal como un lugar
b, reemplazando los | geométrico, donde cada punto
valores para m y b |que conforma la recta es
obteniendo la ecuacion perpendicular a los ejes.
y = 4x + 3. Coordinando el modo AE con
el SG, puede, a partir de los
elementos dados, generar la
grafica  verificando las
condiciones de
perpendicularidad y
colinealidad con respecto a
los ejes, para finalmente
hallar la ecuacién que
representa dicha gréfica.

Pregunta 4

Dadas las coordenadas (1, —3) y (2,0), graficar y hallar otras coordenadas perpendiculares
y colineales que pertenezcan a la grafica que pasa por dichos puntos. Luego, hallar la
ecuacion y construir la recta como lugar geométrico (usar el software Cabri).

Esta pregunta tiene como intencion que los estudiantes identifiquen la representacion
gréafica de la Funcién Lineal, reconociendo la recta como lugar geométrico, y a partir de
ello, el reconocimiento de las relaciones cartesianas generando una expresion analitica.
Estos elementos propician una articulacién entre los modos AA-FL—-SG-FL—-AE-FL.

Los estudiantes que muestran en sus respuestas comprender la Funcion Lineal en un Modo
SG-FL, AA-FL y AE-FL e interactuar entre ellos, son capaces de: a partir de las
coordenadas cartesianas dadas (AA-FL) genera la gréfica en el plano cartesiano (SG—FL),
posteriormente nombra otras dos coordenadas con ayuda del software Cabri y verifica que
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estas sean perpendiculares con respecto a los ejes y que representan puntos colineales,
definiendo la Funcién Lineal como lugar geométrico (AE—FL).

Dentro de los posibles articuladores que propician el transito entre uno y otro Modo, se
encuentran los siguientes: Coordenadas Cartesianas, Relaciones entre las variables
(dependiente e independiente), Propiedades de la recta y el software Cabri.

Los estudiantes para responder se pueden situar en un Modo u otro, como se muestra a
continuacion (Ver tabla 5):

Tabla 5: Andlisis a priori de la pregunta cuatro del cuestionario.

ANALITICO ANALITICO

ARITMETICO
ESTRUCTURAL

Un estudiante en este modo | Un estudiante en este modo,
toma las  coordenadas | haciendo uso del software
dadas, y a partir de estas | Cabri, utiliza herramientas
calcula la pendiente por | como regla y compas para
medio de la expresion | realizar una construccion que
m= % obteniendo | & permita encontrar puntos
=3 posriomene | e 0 02 10 deios
mediante la  formula que
_ cumplan las condiciones de
(y —y1) = m(x — x1), . .
.. | perpendicularidad con
encuentra la  ecuacion .
respecto a los ejes. Con

y=3x—6. Finalmente, |
. L dichos puntos traza la recta.
con dicha ecuacion, le da

valores arbitrarios a la
variable independiente
encontrando las |_ I
coordenadas solicitadas.

y="flx)
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Pregunta 5

Dada la ecuacion y + x = —1, representarla graficamente y comprobar que dicha grafica
cumple las propiedades de la Funcién Lineal como lugar geométrico. Explica el
procedimiento (usar el software Cabri):

Esta pregunta tiene la intencidn de verificar si el estudiante aplica diversas estrategias que
le permitan representar graficamente la Funcién Lineal, propiciando la articulacion entre
los modos AA-FL -SG-FL y AA-FL -AE-FL.

Los estudiantes que muestran en sus respuestas comprender la Funcion Lineal en un Modo
AA-FL y SG-FL e interactuar entre ellos, son capaces de: a partir de la ecuacion dada
(AA-FL), generar la representacion grafica (SG—FL) utilizando el punto intercepto en y asi
como el angulo de inclinacion o estableciendo las coordenadas cartesianas.

Los participantes que muestran en sus respuestas comprender la Funcion Lineal en un
Modo AA-FL y AE-FL e interactuar entre ellos, son capaces de: a partir de algunas
coordenadas generadas con base en la ecuacion, establece una relacién de proporcionalidad
que lo lleva a afirmar que dichas coordenadas representan una recta, y por ende, cumplen
las condiciones de la recta como lugar geométrico.

Dentro de los posibles articuladores que propician el transito entre uno y otro Modo, se
encuentran los siguientes:

Del modo AA-FL-SG-FL: el punto de intercepto en y, Angulo de inclinacion,
Coordenadas Cartesianas las relaciones entre las variables (dependiente e independiente) y
el software Cabri.

Del modo AA-FL—AE-FL: Coordenadas Cartesianas, Relacion de proporcionalidad,
Propiedades de la linea recta.

Los estudiantes para responder se pueden situar en un Modo u otro, como se muestra a
continuacion (Ver tabla 6):

Tabla 6: Andlisis a priori de la pregunta cinco del cuestionario.

SINTETICO ANALITICO ANALITICO
GEOMETRICO ARITMETICO ESTRUCTURAL

Un estudiante en este modo | Un estudiante en este modo | Un estudiante puede pensar

puede graficar puntos que | se puede encontrar con dos | la Funcion Lineal
satisfacen la ecuacion y | formas de solucionar la | coordinando los modos AA
verificar que la figura que y AE, donde a partir de
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situacion: algunas coordenadas
generadas con base en la
ecuacion, establece una
relacion de
proporcionalidad que lo
lleva a afirmar que dichas
coordenadas  representan
una recta, y por ende
cumplen las condiciones de
la  recta como lugar
geomeétrico.

En primer lugar, puede, a
partir de los puntos
intercepto,  generar  la
grafica uniéndolos. Otro
procedimiento que podria
utilizar es construir la tabla
de valores, encontrar las
coordenadas cartesianas y
establecer si la figura que se
encontro al unir los puntos,
tiene una forma similar a la
recta que él conoce.

4.8 CONCLUSIONES DEL CAPITULO

La investigacion se ha venido desarrollando bajo los parametros descritos en este capitulo:
se implementaron actividades de aula que involucran el objeto matematico, la aplicacién
del cuestionario, con la respectiva retroalimentacion especifica del concepto a investigar;
ademas, se introduce al estudiante en el manejo del software Cabri como elemento
importante para que el estudiante puede dar respuesta a la teoria sin limitaciones en un
Modo Estructural; de igual forma realizamos las entrevistas a los estudiantes que mostraron
indicios de un transito entre los modos de pensar, de esta manera se obtienen pautas muy
solidas para en andlisis de la informacion que desarrollaremos en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 5

ANALISIS DE DATOS



El desarrollo del capitulo se estructura en dos momentos. En el primero se realiza el analisis
a posteriori del cuestionario, contrastandolo con el andlisis a priori presentado en el capitulo
4, para ello se dispone de las respuestas que han proporcionado los estudiantes, con las
cuales se elabora un andlisis detallado verificando los casos donde se evidencia una
articulacion entre los Modos de pensar (AA-FL-SG-FL, AA-FL —-AE-FL, SG-FL
—-AE-FL y AA-FL-SG-FL), confirmando o reformulando los articuladores hipotéticos
inicialmente planteados.

Un segundo momento hace referencia a la entrevista Semi—Estructurada, resaltando que
esta se realiza siempre y cuando el cuestionario no arroje los elementos suficientes para
levantar los articuladores. Dicha entrevista se trabaja con base en una situacién en contexto
y se desprenden una serie de preguntas orientadas a la bdsqueda de los elementos
articuladores que utilizan los estudiantes, y que por ende evidencian un transito en su
desarrollo; de igual forma, se cuenta con el analisis a priori y a posteriori de la entrevista a
la luz de la teoria Modos de Pensamiento.

5.1 APLICACION DEL INSTRUMENTO

La recoleccion de los datos consistié en la aplicacion del cuestionario a principio de
noviembre de 2017, los estudiantes de los casos de estudio respondieron en forma
individual, en dos bloques de 100 minutos aproximadamente, garantizando que cada
estudiante contara con el Software Cabri.

5.2. ANALISIS A POSTERIORI DEL CUESTIONARIO A LA LUZ DE LA TEORIA
MODOS DE PENSAMIENTO.

El siguiente analisis corresponde a las respuestas proporcionadas por los participantes en el
cuestionario de preguntas Semi-Abiertas, aplicado a los casos de estudio 1 y 2, donde cada
uno es etiquetado con la letra E, seguido de un nimero que se asigna para mantener en el
anonimato la identidad de quien responde, por ejemplo, el participante dos se nombra como
E2 segun la figura 19 del disefio metodoldgico; de igual forma, se nombran los Modos de
pensar como Sintético-Geométrico de la Funcién Lineal (SG-FL), Analitico-Aritmético
de la Funcién Lineal (AA-FL), Analitico— Estructural de la Funcion Lineal (AE-FL). Los
articuladores se nombran dependiendo de su clasificacion, es decir, si son hipotéticos se
identifican con la abreviatura Ath y si son emergentes con Athe. Dichas abreviaturas estan
acompariadas de un numero para diferenciarlos, por ejemplo, el articulador hipotético uno
recibe el nombre de Athl. vy el articulador emergente dos como Athe2.; ambos
articuladores propician un transito entre un Modo de pensar y otro.

Para tener un mayor control y organizacion de la informacion obtenida, se ha utilizado una
rubrica (Ver Anexo 9) donde se identifica el Modo de pensar en que se ubica el estudiante
al responder, los transitos que se evidencian en sus respuestas asi como los articuladores
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que posibilitan dicho transito; de igual forma, se observan unas flechas en la parte superior
de cada columna que indican qué tipo de transito —entre un modo de pensar y otro— se esta
observando en cada uno de los participantes. Para resaltar los nuevos elementos que surgen
en el andlisis a posteriori, se establecen las siguientes connotaciones: los articuladores
emergentes aparecen de color verde, los transitos emergentes estan en azul y aquellos
articuladores que se plantearon hipotéticamente pero que propician un trénsito diferente al
considerado en el analisis a priori, se identifican con amarillo.

El andlisis en mencion se realiza teniendo en cuenta la teoria Modos de Pensamiento y las
posibles respuestas a la luz de la matemaética descritas en el analisis a priori, para lo cual se
pone en juego la intencion de cada pregunta en el cuestionario, agrupando aquellas
respuestas con el mismo transito. En cada uno de los casos de estudio, se analizan los
siguientes aspectos:

Los transitos que logran los estudiantes entre los Modos de comprender la Funcién
Lineal.

Los elementos de la matematica que se ponen en juego al momento de establecer estos
transitos.

Los Modos de pensar que privilegian los estudiantes al enfrentarse a preguntas
planteadas en distintos modos.

Las dificultades que presentan los estudiantes en el desarrollo de las preguntas, ya sean,
del dominio de la matematica o bien por los planteamientos de las preguntas.

Los transitos entre los Modos que resultaron mas débiles, y méas fuertes y las posibles
causas de ello.

En el andlisis se incluiran ejemplos e imagenes de algunas de las respuestas dadas por los
estudiantes, resaltando que solo se tienen en cuenta aquellas respuestas que se consideran
suficientes para mostrar los distintos argumentos dados por los participantes.

5.2.1. REGISTRO Y ANALISIS A POSTERIORI DEL CASO 1

El registro a posteriori del cuestionario surge como un instrumento (rubrica) que permitié
organizar las respuestas proporcionadas por los estudiantes (Ver Anexo 9). En esta se
resumen los hallazgos del caso 1 luego de la aplicacion del cuestionario de preguntas Semi-
abiertas. En su contenido se consignaron los posibles transitos y articuladores que propician
dicho tréansito, asi como aquellos que emergen en el proceso de anélisis Con respecto a los
simbolos utilizados en el registro, se precisa que cuando se habla de E9, se esta haciendo
referencia al participante 9, en el caso de las preguntas se usa la abreviatura P1 para el caso
de la pregunta nimero 1, y los articuladores se representan por medio del simbolo
——— refiriéndose a un articulador hipotético.

Ath 1¢orrdenadas
Cartesianas
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A continuacion, se hace un andlisis de las respuestas proporcionadas por los participantes
en las cinco preguntas planteadas en el cuestionario, mostrando ejemplos s6lo de aquellos
estudiantes que pueden brindar informacion tanto de los transitos entre los Modos de pensar
la Funcion Lineal, asi como de los Articuladores que generan dichos transitos.

Se nombran los participantes del Caso 1 como: E1, E3, E9, E11, E13, E16, E19, E21, E23,
E24, E25, E26, E27.

Los participantes E21, E26, E27 no se incluyen en el analisis por no mostrar elementos que
den cuenta del marco tedrico.

Para efectos del andlisis se retoman aquellos participantes que dan cuenta de los transitos
entre un Modo Yy otro definidos en el a priori, y que ademas, algunos de ellos, mostraron
indicios de nuevos transitos y/o articuladores, dentro de los cuales se encuentran: E1, E3,
E9, E11, E13, E16, E19, E23, E24, E25.

Pregunta 1

A partir del gréafico dado (Ver figura 19), determina la ecuacion de la recta. Justifica, en
detalle, el procedimiento que has realizado.

Figura 19: Grafico de la recta.

La pregunta 1 del cuestionario tiene por intencion verificar si los estudiantes reconocen y
determinan la ecuacion cartesiana de una Funcion Lineal a partir de su representacion
gréfica, propiciando una articulacién entre los modos SG-FL—-AA-FL.

En la siguiente informacion tomada del Anexo 9, se observa el Articulador y el transito
evidenciado por el participante E1:
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Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
%Z ~| Funcién
£ g i
S Z Lineal
>
né SG | AA | AE | AA FI-SG-FL | SG-FL-AA-FL | AA-FI-AF-FL SG-FL—AE-FL Candidato para
= entrevista
E1(P1) | X o v— r—

En esta pregunta los participantes presentan en comuin argumentos matematicos que
confirman el Articulador “Coordenadas Cartesianas” —Ath.1-, como aquel elemento que
propicia el transito entre los Modos SG-FL—-AA-FL, situandose en el Modo SG-FL para
responder. A continuacion, se presentan las evidencias del participante E1 quien muestra en
detalle los procedimientos matematicos utilizados, cuando se vale del grafico planteado en
la pregunta para tomar dos coordenadas, encontrar la pendiente y posteriormente hallar la
expresion analitica. Se debe aclarar que dichos procesos son similares a los mostrados por
los demaés participantes, motivo por el cual s6lo se retoma uno de ellos (Ver figura E1-P1).
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PEL D =)
SG-FL—>AA-FL
Figura E1-P1.

En la siguiente informacion tomada del Anexo 9, se observa el Articulador y el transito
evidenciado por el participante E11:

Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
- Pensar la
E Funcion
& = Lineal
[} v
i
g SG | AA | AE | AA-FISG-FL | SG-FLoAA-FL | AA-FI-AE-FL SG-FL—AE-FL Candidato para
entrevistar
ElI1(P1) | X e T—
Cartesionas
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Este participante responde la pregunta tomando dos de las coordenadas planteadas en el
grafico y, con base en estas, encuentra la pendiente de la recta dando evidencia de utilizar el
Articulador “Coordenadas Cartesianas” —Ath.1- que le permite el transito entre SG-FL—
AA-FL. Ademas de realizar el procedimiento matematico, especifica de manera descriptiva
dicho proceso (Ver figura E11-P1):
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La siguiente informacion tomada del Anexo 9, permite observar el Articulador y el transito
evidenciado por el participante E19:

EI9 (P1) | X

_—
Ath 1Corrdenadas
Cartesionas

Este participante muestra es sus respuestas un aparente transito entre AA-FL—-SG-FL, al
utilizar el software Cabri para graficar la linea recta y encontrar su expresion analitica, esto
a través de las “Coordenadas Cartesianas” —Athe.7—. Es de anotar que el transito en
mencion no fue planteado en las hipotesis iniciales al realizar el analisis a priori, por lo cual
requiere ser confirmado o rechazado mediante la entrevista (Ver figura E19-P1 (1)):

84



En el mismo sentido, se observa como este participante transita entre los Modos SG—
FL-AA-FL, cuando dice “comencé nombrando las coordenadas que vi en la imagen,
luego hallé la pendiente y luego hallé la ecuacion, y luego verifiqué el resultado en
Cabri”, haciendo referencia a la grafica dada en la pregunta, para ello utiliza las
“Coordenadas Cartesianas” -Ath.1-, lo cual lleva a pensar en el siguiente
cuestionamiento: ¢Es posible que un mismo Articulador posibilite un transito en doble
sentido?, interrogante que se aborda en la entrevista aplicada al Caso 3 (Ver figura E19, P1

(2)):

De otra parte, en este participante se evidencia un aparente transito entre los Modos AE-
FL—-SG-FL, que se observa cuando recurre al software Cabri para “verificar” la expresion
analitica que representa la recta. Ello da indicio de tener apropiacion de las propiedades de
la Funcién Lineal como lugar geométrico (Ver figura E19, P1 (1)):

(—2 0 -] | ||
i \'nja |

Lo anterior significa que en el proceso de ensefianza aprendizaje de la Funcién Lineal, es
importante fortalecer el concepto de “Coordenadas Cartesianas” —Ath.1- como un
elemento de la matematica valioso a la hora de ensefiar, pues permite movilizar los Modos
de pensar desde lo Geométrico a lo Aritmético.

Pregunta 2

“Selecciona cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a una Funcién Lineal, luego
construye una tabla de valores representando los datos de la misma en el plano cartesiano
generando la recta, verifica si las coordenadas obtenidas son perpendiculares a los ejes y
cumplen la propiedad de colinealidad. Explica como llegaste a la respuesta”.

aA)y+2x2=9 b)y—3x=4 c)y=4x+3
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Esta pregunta tiene por intencion verificar si los estudiantes identifican las ecuaciones que
describen una Funcién Lineal, asi como su interpretacion geométrica representada en la
linea recta y lo estructural descrito como un lugar geométrico, donde todos los puntos
cumplen con las propiedades de perpendicularidad respecto a los ejes y de colinealidad,
propiciando la articulacién entre los modos de pensar SG-FL-AA-FL—->AE-FL.

Los participantes E1, E3, E9, E11, E13, E19, E24, E25 muestran en sus respuestas
evidencias del transito entre AA-SG, cuando a partir de la expresion analitica, son capaces
de generar coordenadas cartesianas y ubicarlas en el plano para representar la linea recta.

Para efectos del analisis, se retoman algunas construcciones Yy justificaciones
proporcionadas por los participantes E1, E9, E11, E13.

En la siguiente informacién tomada del Anexo 9, se pueden observar articuladores y
transitos evidenciados por el participante E1:

Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
% - Funcion
=z g i
S Z Lineal
= U
l'-'é S5G | AA | AE AA-F1—5G-FL SG-FL—AA -FL AA-FL—-AE-FL SG—FL—AE-FL Candidato para
= entrevista
E1 (P2) X P e res— Forma coordenadas.
yrange Cartesiano y Tugar
propiedades geongerrfco
_y Lo
Ath TCoordenados s e
Cartesianas

En el analisis de la pregunta se retoma al participante E1 quien argumenta su respuesta
planteando que “primero le di valores a x para ver que funcionara, luego le di més
valores y use la formula, las coordenadas que me daban las colocaba en la recta...”.

Desde la teoria Modos de Pensamiento este participante se ubica para responder en AA-FL,
esto queda en evidencia en los procedimientos utilizados cuando da valores a x y los
reemplaza en la férmula obteniendo asi los de y, lo que le permite generar las coordenadas
que luego lo llevan a graficar la linea recta, propiciando un transito entre AA-FL->SG-FL
mediante | Articulador hipotético “Dominio y Rango” —Ath.2-y el Articulador emergente
“Coordenadas Cartesianas” —Athe.7—. Se puede ver en estos articuladores que en esencia
representan el mismo concepto matematico, lo que lleva a pensar que se pueden conjugar
en uno solo, confirmando de esta manera las “Coordenadas Cartesianas” como un

Articulador entre AA-FL—-SG-FL.

En la misma respuesta el participante E1 muestra uso de las condiciones de la Funcion
Lineal como un lugar geométrico, cuando dice “si son perpendiculares a los ejes y si son
colineales”, dando evidencia de un transito entre SG-FL—AE-FL a través del Articulador
“Plano cartesiano y condiciones de la Funcion Lineal como lugar geométrico” —Ath.6—
y del trénsito entre AA-FL—AE-FL al relacionar este mismo Articulador en la explicacion
de su respuesta.
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Asi mismo, el estudiante muestra una aparente comprension de las condiciones de la recta
como lugar geométrico que le permite generar la represetacion grafica de la recta,
mostrando  indicios  del  transito AE-FL— SG-FL usando el articulador
“Perpendicularidad de los puntos con respecto a los ejes cartesianos y colinealidad” —
Ath.2— (Ver figura E1, P2).
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Ademas, en este participante se percibe claridad respecto al Modo de pensar AA-FL de la
Funcién Lineal, cuando escribe “..la ecuacibn a) no sirve porque tiene un
x*" evidenciando asi apropiacion de los elementos que definen este objeto.

En la misma linea, el participante E11 presenta argumentos similares al E1 cuando plantea
lo siguiente (Ver figura E11-P2):
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En la anterior figura, se observa que el participante genera las coordenadas cartesianas a
partir de la tabla de valores, haciendo uso de estas para graficar, ademas muestra un
conocimiento parcial de las propiedades de la Funcion Lineal como lugar geométrico,
cuando da cuenta solo de la propiedad que tiene que ver con la colinealidad.

En la siguiente informacion tomada del Anexo 9, se puede observar el Articulador y
transito evidenciado por el participante E13:

_—
Ath Zpsminio

¥ rango

Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
Pensar la

g Funcion

2 = Lineal

5 =

E 8

E SG | AA | AF | AA-FI-SGFL | SGFL—AA-FL | AA-FI—AE-FL SG—FL—~AE-FL Candidato para

entrevistar
E13 (P2) X ;Hay claridad en lo

estructural? ;Como
comprueba la
colinealidad?

El participante muestra claridad frente a las caracteristicas de la Funcion Lineal, cuando
selecciona las dos expresiones que la representan, ademas usa el Articulador “Dominio y
Rango” —Ath.2- para construir la tabla de valores que posteriormente le permite generar la
grafica transitando entre AA-FL—-SG-FL. A continuacién se muestran los procesos realizados
(Ver figura E13-P2):

Figura E13-P2

Ath.2

Dominioy
Rango

AA-FL—-SG-FL

La siguiente informacion tomada del Anexo 9, corresponde a los articuladores y transitos

evidenciados por el participante E19:
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S Aths,

p— =

E19 (P3) X

En esta pregunta el participante muestra en sus procedimientos un elemento diferenciador
utilizando el software Cabri para transitar entre los Modos SG-FL—-AE-FL, al graficar la
recta y a partir de esta trazar rectas perpendiculares a los ejes, verificando las condiciones
de la Funcidn Lineal como lugar geométrico (Ver figura E19-P2 (1)).

De otra parte, dicho participante muestra un evidente transito entre los Modos AA-
FL—-SG-FL cuando, a partir de las coordenadas encontradas con base en la expresion
analitica, traza la gréafica que la representa manifestando que “hizo una tabla de valores, en
x, puse dos nameros cualesquiera y luego con la operacion dada empecé a darle valores
ay” (Ver figura E19-P2 (2))
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El participante E23 no responde la pregunta 2, lo que no permite evidenciar elementos del
marco tedrico que ameriten un analisis.

Pregunta 3

“Encuentra la ecuacion de la recta que intercepta el eje "y" en el punto (0,3) el cual es
perpendicular a los ejes coordenados Yy tiene por pendiente 4. Justifica tu respuesta”.

La pregunta 3 del cuestionario tiene la intencién de verificar si los estudiantes logran hallar
la ecuacion de una Funcion Lineal a partir de los elementos y propiedades que la definen,
generando una articulacion entre los modos AA-FL—-SG-FL—-AE-FL.

Los participantes E1, E3, E11, E13, E16, E19, E21, E23, E24, E25, E26, E27, se sitlan en
el Modo AA planteando la ecuacién solicitada a partir de los datos dados (pendiente e
intercepto en el eje y), mostrando claridad en los elementos que conforman una Funcion
Lineal, pero no evidencia ningln transito hacia otro modo de pensar, aspecto que podria ser
un indicio de posibles dificultades en el planteamiento de la pregunta por parte de los
investigadores.

En la siguiente informacion tomada del Anexo 9, se observan los articuladores y los
transitos evidenciados por el participante E9:

Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
% _ Funcion
B o Lineal
= 2
E o
E S5G | AA | AE AA FI—8G-FL SG-—FL—AA-FL AA FI—AE-FL SG—FL—AE-FL Candidato para
entrevistar
E9 (P3) X = Obtener mas
Ath 7£aard.emu . s
Cartesianas informacién del punto
3.

El participante E9 encuentra la expresion analitica pensando en elementos proporcionados
por la gréafica, cuando afirma “encontré la “b” porque al ubicar (0, 3) en el plano seria
“0” para la “x” y “3” para la “y” y el 3 corta en la recta por eso es la “b””. En este
participante se observa un aparente transito entre los Modos AA-FL—-SG-FL mediante el
Articulador “Coordenadas Cartesianas” —Athe.7—, cuando dentro de su argumentacion
resalta que “...el 3 corta en la recta por eso es la “b”. De otra parte, muestra comprender
el concepto de Funcion Lineal en cuanto que tiene claridad de como logra formar la
ecuacion (Ver figura E9, P3).

AA-FL->SG-FL

Figura E9, P3.
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Pregunta 4

“Dadas las coordenadas (1,—3)y (2,0), graficar y hallar otras coordenadas
perpendiculares y colineales que pertenezcan a la grafica que pasa por dichos puntos.
Luego, hallar la ecuacion y construir la recta como lugar geométrico (usar el software
Cabri)”.

La pregunta 4 del cuestionario tiene la intencion de verificar que los estudiantes
identifiquen la representacion gréfica de la Funcion Lineal, reconociendo la recta como
lugar geométrico, y a partir de ello, el reconocimiento de las relaciones cartesianas
generando una expresion analitica. Estos elementos propician una articulacion entre los
modos AA-FL—-SG-FL—-AE-FL.

Los participantes E1, E3, E9, E11, E13, E16, E19, E23 muestran en sus respuestas
evidencias de algunos transitos, estos se muestran de manera detallada a continuacion,
aclarando que como varios presentan articuladores y transitos comunes, solo se muestran
los procedimientos realizados por algunos de ellos:

En la siguiente informacion tomada del Anexo 9, se observan los articuladores y los
transitos evidenciados por el participante E16:

Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones

= Pensar la
% = Funcion
g % Lineal
% 3
= SG | AA | AE AA-FL-5G-FL SG-FL—AA-FL AA-FL—AE-FL SG—FL—AE-FL
E16 (P4) X —_—

Ath T¢oordenadas

Cartesianas

Los participantes E9, E13, E16, E23, argumentan matematicamente su respuesta
identificando las “Coordenadas Cartesianas” —Athe.7— como aquel elemento que permite
el transito entre los modos AA-SG, situandose en el modo AA-FL para responder. Todos
utilizan el software Cabri para dar respuesta a la pregunta y algunos sustentan de manera
textual, asi, por ejemplo, el participante E23 plantea “los puntos encontrados estin en la
misma recta, son colineales y pueden extenderse...”. Es de resaltar que los participantes
E16 y E23 muestran comprender la Funcion Lineal como lugar geométrico, al reconocer las
la perpendicularidad con respecto a los ejes y la colinealidad de los puntos. Como
evidencias se muestra la construccion y los argumentos que presenta el participante E16
(Ver figura E16-P4).
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Punto 4. Lo primero que hice fue mostrar los

ejes, y a partir de esto, empecé a nombrar cada

punto (poniendo su valor y signo).

Cuego, dibuje Tas perpendiculares,ya que asi se A

me hace mas facil encontrar los puntos de la
baatrazar

[rectaqueil -
Asi, tracé la recta basandome en uno de los /
ount de-la. 1 Ak i la.
;x‘tendi'a,encontre e |:)t|"0 punto,y ademas las /
i i 1
diferentes a las iniciales, y aquellas que eran
perpendiculares. 1
-3 -2 H1

L1

-2

-3

En la siguiente informacion tomada del Anexo 9, se observan los articuladores y los
transitos evidenciados por el participante E3:

R I B I =

Por su parte, los participantes E1 y E3 hacen uso de las “Coordenadas Cartesianas” —
Athe.7- para argumentar su respuesta, valiéndose de estas para generar la gréafica con
ayuda del software Cabri, convirtiendo dicha herramienta en el principal facilitador al
momento de hacer la construccion, lo que propicia el transito entre los Modos AA-
FL—-SG-FL. Como evidencias se muestra la construccién del participante E3 (Ver figura
E3-P4).

1 (2,0)

2%
7

—_—
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En el caso del participante E19 se evidencia un transito entre los modos AE-FL—-SG-FL
trazando la gréafica a partir de las coordenadas dadas, luego traza rectas perpendiculares y
busca intersecciones sobre la recta para encontrar otras coordenadas, contrastando el
Articulador “Perpendicularidad de los puntos con respecto a los ejes cartesianos y
colinealidad” —-Athe.8—-, que hace referencia a la linea recta como lugar geométrico,
ademas se sitta en el Modo AE-FL para responder. Muestra en sus argumentos elementos
de AE-FL cuando se vale de las condiciones de la Funcién Lineal como lugar geométrico
para generar otras coordenadas.

En la siguiente informacion tomada del Anexo 9, se observan los articuladores y los
transitos evidenciados por el participante E13:

Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
Pensar la
g Funcion
£ = Lineal
5 =
E S
g SG | AA | AE AA-FI1-SG-FL SG-FL—AA-FL AA-FI—AE-FL SG—FL—AE-FL Candidato para
entrevistar
E13 (P4) X -
Ath Teoordenadas Ath®  prans
Cartesianas Cartesiano ¥
propiedades
lugar
geométrice

Los participantes E11 y E13 basan sus argumentos en el Articulador “Plano cartesiano y
condiciones de la Funcion Lineal como lugar geométrico”-Ath.6—, como elementos que
permiten el transito entre los Modos AA-FL—-AE-FL, utilizando como mediador el
software Cabri situandose en el Modo AA-FL para responder; ademas plantean célculos
aritméticos para sustentar su respuesta. A continuacion se muestra la respuesta
proporcionada por el participante E13 (Ver figura E13, P4).
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Figura E13, P4
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El participante E21 no responde la pregunta 4, lo que no permite evidenciar elementos del
marco tedrico que ameriten un analisis.

Pregunta 5

“Dada la ecuacion y + x = —1, representarla graficamente y comprobar que dicha gréfica
cumple las propiedades de la Funcién Lineal como lugar geométrico. Explica el
procedimiento (usar el software Cabri)”.

La pregunta 5 del cuestionario tiene la intencidn de verificar si el estudiante aplica diversas
estrategias que le permitan representar graficamente la Funcién Lineal, propiciando la
articulacion entre los modos AA-FL-SG-FL y AA-FL—-AE-FL.

Los participantes E1, E3, E9, E11, E13 muestran en sus respuestas evidencias de algunos
transitos, estos se muestran de manera detallada en el siguiente analisis:

En la siguiente informacion tomada del Anexo 9, se observan los articuladores y los
transitos evidenciados por el participante E1, los cuales coinciden con los del E13:

Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
z Pensar la
g2 - Funcion
= 2 i
S Z Lineal
= o
5 SG [ AA | AE AA F1-8G-FL SG-FL—AA-FL AA FI—AFE-FL SG-FL—AE-FL Candidato para
A entrevista
El (P5) X —
Ath Zpyminio Ath6  piano
yrango Cartesiano ¥y
propiedades
lugar
geométrico

Los participantes E1 y E13 muestran argumentos similares donde evidencian comprender
en el Modo AE la Funcién Lineal, al describir paso a paso como obtener la grafica de dicha
funcién como lugar geométrico, dando cuenta del transito AA-FL—-AE-FL. De otra parte,
evidencian transito entre los modos AA-FL—-SG-FL utilizando el Articulador “Dominio y
rango” —Ath.2—, cuando le dan valores a la x y los transfieren a la expresion para hallar los
de y, y luego poder graficar. Para efectos del analisis se presentan las respuestas de E1 (Ver
figuras E1-P5 (1) y E1-P5 (2)).
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En la siguiente informacion tomada del Anexo 9, se observan los articuladores y los
transitos evidenciados por el participante E9 y E13:

E9 (P5) E— Indagar por lo
siano estructural.
ropee daes
lugar
geométrico
E13 (P5) Ath Zpominio Ath6  prans

En esta misma pregunta, los participantes E1, E3, E9, E11 y E13 se ubican en el Modo
AA-FL donde a partir de la expresion dada en la pregunta, generan la grafica con ayuda de
Cabri identificando las propiedades de la Funcion Lineal como un lugar geométrico,
ademas se ubican en el modo AE propiciando un transito entre los modos AA-FL—-AE-FL
con el Articulador “Plano cartesiano y condiciones de la Funcion Lineal como lugar
geométrico” —Ath.6— Se aclara que por la similitud de las construcciones de los cinco
participante, se muestran las evidencias sélo de dos (Ver figuras E13-P5 y E9-P5).

x=-3,29

y= -x-1

2,29
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2l
4

-3,55

y =
x=2,55

AA-FL->AE-FL
Ath.6

Fiara F9-P5R

Finalmente, los participantes E16, E19, E21, E23, E24, E25 no responden la pregunta 5, lo
que no permite evidenciar elementos del marco teérico que ameriten un analisis.

5.2.2 HALLAZGOS DEL CASO 1

La mayoria de los participantes del caso 1, se ubican para responder el cuestionario en
AA-FL o en SG-FL, estos logran identificar elementos caracteristicos de la Funcién
Lineal; como puntos de corte con los ejes coordenados, pendiente o inclinacion y
gréfica, ademas reconocen la expresion analitica que define al objeto matematico en
mencién y en pocos casos comprenden las propiedades de la Funcién Lineal como lugar
geomeétrico.

Lo descrito en el parrafo anterior, se ve reflejado en las conexiones que establecen los
participantes entre los modos AA-FL -SG-FL, SG-FL —-AA-FL, AA-FL —-AE-FL,
SG-FL —»AE-FL y AE-FL —SG-FL en la recta, cuando a partir de la expresion
analitica o de elementos de esta logran representar graficamente la Funcion Lineal; en
la ecuacion, cuando son capaces de tomar elementos de la grafica y hallar la expresion
analitica de la misma y como lugar geométrico, cuando hacen uso de las propiedades de
la linea recta para graficar o encontrar su ecuacion.

En este caso la mayor fortaleza logra ser evidenciada en el transito entre los Modos
AA-FL-SG-FL, donde 10 participantes de un total de 13 hacen uso del Articulador
hipotético “Dominio y rango” —Ath.2—, y el Articulador emergente “Coordenadas
Cartesianas”—Athe.7—; se puede ver en ellos que en esencia representan el mismo
concepto matematico donde el Athe.7 se considera como un elemento importante de la
Funcion Lineal que permite generar el Ath.2, lo que permite confirmar en este caso, las

“Coordenadas Cartesianas” como un Articulador entre AA- FL -SG-FL.
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De otra parte, el transito entre los modos SG-FL—-AA-FL se evidencia en 7
participantes de este caso mediante el Articulador “Coordenadas Cartesianas” —Ath.
1-, mostrando que, a partir de la recta en el plano cartesiano, es posible extraer como
minimo dos coordenadas que le permiten, encontrar la expresion analitica que la
representa. De esta manera se observa como este Articulador se convierte en un
elemento fundamental de la matematica que permite generar el transito entre los Modos

de Pensamiento SG- FL - AA-FL.

Otro trénsito que se logra con éxito en este caso es el que ocurre entre los Modos AA-
FL—-AE-FL en esta conexion los participantes hacen uso del Articulador “Plano
cartesiano y condiciones de la Funcion Lineal como lugar geométrico” —Ath.6— ,
para ello se valen de la expresion analitica y representan la Funcion Lineal en el plano
cartesiano como lugar geométrico, esto, a través del software Cabri mostrando
evidencias de ser capaces de comprender que todos los puntos que conforman la recta
son perpendiculares a los ejes coordenados y ademés cumplen la propiedad de
colinealidad; ratificando asi las propiedades de la Funcion Lineal como el elemento de
la matemaética que es fundamental en el transito entre estos Modos.

Es de anotar, que el trénsito entre AA-FL—AE-FL, no se da de manera directa, pues
los participantes deben recurrir primero a lo grafico para justificar lo Estructural, aun
dando evidencias de comprender parte de AE—FL.

En las conexiones entre los Modos SG-FL—AE-FL, solo 2 participantes muestran en
sus argumentos algunos elementos que hacen pensar en un posible transito, lo cual no
es suficiente para confirmar el Articulador “Condiciones de la Funcién Lineal como
lugar geométrico” —Ath.5—- como aquel elemento de la matematica que propicia el
paso de un modo a otro; sin embargo, se considera que dicho transito es posible en este
nivel, pero se requiere un mayor trabajo y detenimiento en estos participantes, por lo
cual seran participes de la entrevista como segundo instrumento de analisis.

Por otro lado, se muestra cOmo en este caso los participantes presentan grandes
dificultades para pensar el concepto en un Modo AE-FL, evidenciado en 14 de ellos
gue no logran dar argumentos a partir de este modo, lo que lleva a pensar si faltd un
mejor disefio de las preguntas del instrumento, de tal manera que movilizara este modo
de pensar el objeto matematico. Si bien uno de los participantes muestra en la pregunta
1 indicios de conocer el AE de la Funcion Lineal y de establecer conexiones entre los
modos AE-FL—-SG-FL utilizando el Articulador emergente “Perpendicularidad de
los puntos con respecto a los ejes cartesianos y colinealidad” —Athe.8—; sus
estrategias no son suficientemente claras para dar una respuesta, por ello se requiere
profundizar en €l mediante la entrevista, permitiendo confirmar o no el transito y
articulador utilizado.
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e Luego del analisis en detalle del caso, se verifica que los participantes que lograron
evidenciar situaciones o procedimientos objeto de indagacion, deberan realizar
entrevista directa con los investigadores como segundo instrumento de analisis, estos
son: E1, E3, E19, E9, E11, E12 los cuales haran parte del caso 3.

5.2.3. ANALISIS A POSTERIORI DEL CASO 2

El registro a posteriori del cuestionario surge como un instrumento (rubrica) que permitié
organizar las respuestas proporcionadas por los estudiantes (Ver Anexo 10). En esta se
resumen los hallazgos del caso 2 luego de la aplicacion del cuestionario de preguntas Semi-
abiertas. En su contenido se consignaron los posibles transitos y articuladores que propician
dicho transito, asi como aquellos que emergen en el proceso de analisis Con respecto a los
simbolos utilizados en el registro, se precisa que cuando se habla de E2, se esta haciendo
referencia al participante 2, en el caso de las preguntas se usa la abreviatura P1 para el caso
de la pregunta nimero 1, y los articuladores se representan por medio del simbolo
. Refiriéndose a un articulador hipotético

Ath 1¢orrdenadas
Cartesianas

A continuacién, se hace un analisis de las respuestas dadas por los participantes de este
caso en las cinco preguntas planteadas en el cuestionario, mostrando ejemplos sélo de
aquellas que pueden brandar informacion tanto de los transitos entre los modos de pensar la
Funcion Lineal, asi como de los articuladores que generan dichos transitos.

Se nombran a los participantes del Caso 2 como: E2, E4, E5, E6, E7, E8, E10, E12, E14,
E15, E17, E18, E20, E22, E28, E29, E30.

Los participantes E14, E20, E22, E28, E29, E30 no se incluyen en el andlisis por no
mostrar elementos que den cuenta del marco tedrico.

Se tienen en cuenta aquellos que evidencian transitos entre un Modo y otro, dentro de los
cuales se encuentran: E2, E4, E5, E6, E7, E8, E10, E12, E15, E17, E18.

Pregunta 1

“A partir del gréafico dado (Figura 20), determina la ecuacion de la recta. Justifica, en
detalle, el procedimiento que has realizado”.

Figura 20: Grafico de la recta. 98




La pregunta 1 del cuestionario tiene por intencion verificar si los estudiantes reconocen y
determinan la ecuacion cartesiana de una Funcion Lineal a partir de su representacion
gréfica, propiciando una articulacién entre los modos SG-FL—-AA-FL.

Los participantes E2, E4, E5, E6, E8, E10, E12, E15, E17, E18 argumentan
matematicamente sus respuestas identificando las “Coordenadas Cartesianas” — Ath.1-,
como aquel elemento que permite el transito entre los Modos SG-FL—-AA-FL. Para
efectos del analisis, a continuacion se muestran las respuestas de los participantes E4, E17,
E18.

En la siguiente informacion tomada del Anexo 10, se observa tanto el Articulador como el
transito evidenciado por el participante E4-P1:

E4(P1 X _
D) Ath lcorrdenadas
Cartesianas

El participante E4 argumenta su respuesta tomando dos coordenadas del grafico diciendo
que “con este procedimiento, encontré la pendiente que es -1. Entonces la ecuacion me
quedaria negativa. Para encontrar la b, es muy facil, es s6lo mirar por donde pasa, o por
donde corta el eje y...” (Ver figura E4, P1)
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La informacion tomada del Anexo 10, se presenta a continuacion, donde se observa tanto el
Articulador como el transito evidenciado por el participante E17-P1:

2 Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
E Pensar la
z 5 Funcién
SZ Lineal
Su
E S5G | AA | AE AA-F1-SG-FL SG-FL—-AA-FL AA-FL—AE-FL SG-FL—AE-FL
E17 (P1) X —_—
Ath 1corrdenadas
Cartesianas

El participante E17 elige coordenadas diferentes a las mostradas en el gréfico
argumentando que “fijé otra coordenada, luego bauticé y hallé a m. Luego usando la
formula... hallé la ecuacion” (Ver figura E17-P1)

SG-FL-AA-FL

Los participantes E4 y E17 se sitian en el Modo SG-FL para responder y transitan entre
los Modos SG-AA, resaltando que utilizan formulas diferentes en los célculos realizados.

En la siguiente informacion tomada del Anexo 10, se observa tanto el Articulador como el
transito evidenciado por el participante E18-P1:

= Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
% Pensar la
z 2 Funcién
Sz Lineal
EU
E SG [AA [ AE | AAFISSGFL | SGFL—-AA-FL | AA FI-AEFL SG-FL-AE-FL | Candidato a entrevista
E18 (P1) X _
Ate 9 puntode corte
encje'y”,
\desplazamiento

En esta pregunta se resalta que el participante E18 utiliza como elementos articuladores
entre los Modos SG-FL-AA-FL el “Punto de corte y el desplazamiento sobre los ejes
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con respecto a dicho punto de corte”-Athe.9-, Articulador que no fue considerado por
los investigadores en el andlisis a priori de esta pregunta; este sera corroborado o rechazado
e n la entrevista Semi-Estructurada, indagando en otros participantes la presencia del
mismo (Ver figura E18, P1).

e)] Ponto e coxt e
es o= 1 b Pewndenle
es coe XY L | C»i,l
e P

TPon oo auavie o
Ate.9
oFro vonto.

Ve=—AX — 2_

[ SG-FL->AA-FL ]

Figura E18-P1

Los participantes E7, E8, E14, E20 y E28 presentan errores aritméticos en sus respuestas, 1o
que no permite evidenciar un transito entre los Modos de pensar. Por su parte, los
participantes E22, E29 y E30 no responden la pregunta.

Pregunta 2

“Selecciona cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a una Funcién Lineal, luego
construye una tabla de valores representando los datos de la misma en el plano cartesiano
generando la recta, verifica si las coordenadas obtenidas son perpendiculares a los ejes y
cumplen la propiedad de colinealidad. Explica cémo llegaste a la respuesta”.

aA)y+2x2=9 b)y—3x=4 c)y=4x+3

La pregunta 2 del cuestionario tiene la intencién de verificar si los estudiantes identifican
las ecuaciones que describen la Funcion Lineal, asi como su interpretacion grafica como
lugar geométrico, propiciando la articulacion entre los modos AA-FL-»SG-FL—-AE-FL.

En la siguiente informacion tomada del Anexo 10, se observa el Articulador y el transito
evidenciado por el participante E12-P2:

= Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
% Pensar la
S A Funcion
Sz Lineal
Ed
E 56 | AA| AE | AA-FI-SG-FL | SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL-AE-FL Candidato a entrevista
E12 (P2) X —
Ath 2pominio
¥y rango
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Los participantes E4, E6, E8, E10, E12, E15, E18 argumentan matematicamente de manera
similar, planteando en sus respuestas la construccién de una tabla de valores, a parir de la
identificacion del “Dominio y rango”-Ath.2—, como aquel elemento que permite el
transito entre los Modos AA-FL-SG-FL, situandose en AA-FL para responder. A
continuacidn se presenta la respuesta del participante E12 (Ver figura E12-P2):

2. avespucsla ez fa <2 g2 4x £ 3 1a €5c0)c o que rewpvio etewden de 19 goimula = g =mxtb_

En la siguiente informacion tomada del Anexo 10, se observan los articuladores y transitos
evidenciados por el participante E17-P2:

- Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones

E Pensar la

A = Funcién

52 Lineal

=5

g SG | AA | AE AA-F1-SG-FL SG-FL—AA-FL AA-FL—AE-FL SG-FL—AE-FL
E17 (P2) X — IE—

Ath zm'-‘.:: AthSp, 0 icdnes
lugar
geométrico

El participante E17 evidencia un trénsito entre AA-FL-SG-FL mediante el Articulador
“Dominio y rango”-Ath.2-al igual que el transito entre SG-FL—-AE-FL, para este caso
emplea el Articulador “Condiciones de la Funcion Lineal como lugar geométrico”—
Ath.5-cuando manifiesta que, “...luego de tener las coordenadas grafiqué en el plano
cartesiano y verifiqué que la recta fuera perpendicular a los ejes, luego verifiqué que
cumpliera la propiedad de colinealidad”, situdndose en los modos AA-FL y SG-FL,
respectivamente, para responder (Ver figura E17-P2).
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Los participantes E5, E7, E14, E20, E28 y E29 presentan errores de tipo aritmético y
geomeétrico en sus respuestas, lo que no permiten evidenciar ningun transito. De otra parte,
los participantes E2, E14, E22, E30 no responden la pregunta.

Pregunta 3

“Encuentra la ecuacién de la recta que intercepta el eje "y" en el punto (0,3) el cual es
perpendicular a los ejes coordenados y tiene por pendiente 4. Justifica tu respuesta”.

La pregunta 3 del cuestionario tiene la intencion de verificar si los estudiantes logran hallar
la ecuacion de una Funcion Lineal a partir de los elementos y propiedades que la definen,
generando una articulacion entre los modos AA-FL—-SG-FL—-AE-FL.

En la siguiente informacion tomada del Anexo 10, se observa el Articulador y el trénsito
evidenciado por el participante E4-P3:

Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
Pensar la
Funcion
g Lineal
% o 5G | AA | AE AA-FL-SG-FL SG-FL—AA-FL AA-FL—AE-FL SG—FL—AE-FL
E g
5 <
o
-9
E4 (P3) X S
Ath 2pominio
¥ rango

En el participante E4 se observa una apropiacion de los elementos de la Funcion Lineal al
generar la expresion analitica, ademas muestra intentos por graficar la funcién
construyendo una tabla de valores usando el “Dominio y rango” —Ath.2—, sin embargo,
presenta errores aritméticos que no le permiten generar una grafica que corresponde a la
expresion analitica encontrada, por lo tanto en este participante no se puede homologar lo
realizado como indicios de un transito entre los modos AA-FL—-SG-FL (Ver figura E4-P3).
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Figura E4-P3
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En la siguiente informacion tomada del Anexo 10, se observa el Modo en que se situd el
participante E10-P3 sin presentar ningun transito:

= Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones

% N Pensarrla

£o Funcion

3z Lineal

Ed

E S5G | AA | AE AA FIL-S5G-FL SG-FL—AA-FL AA-FL-AE-FL SG-FL—AE-FL

E10 (P3) X Encuentra la ecuacién

solicitada pero no
evidencia ningtin
transito.

Los participantes E7, E8, E10, E12, E14, E15, E18, E20 se sitdan en el Modo AA-FL
planteando la ecuacién solicitada a partir de los datos dados —pendiente e intercepto en el
eje y—, pero no evidencia ningun transito hacia otro Modo de pensar, aspecto que podria ser
un indicio de posibles dificultades en el planteamiento de la pregunta por parte de los
investigadores (Ver figura E10-P3).

XY AA-FL

Figura E10-P3

Los participantes E2, E22 presentan errores de tipo aritmético en sus respuestas, lo que no
permiten evidenciar ningun transito. De otra parte, los participantes E5, E6, E17, E28, E29,
E30 no responden la pregunta.

Pregunta 4

“Dadas las coordenadas (1,—3)y (2,0), graficar y hallar otras coordenadas
perpendiculares y colineales que pertenezcan a la grafica que pasa por dichos puntos.
Luego, hallar la ecuacién y construir la recta como lugar geométrico —usar el software
Cabri-".

La pregunta 4 del cuestionario tiene la intencion de verificar que los estudiantes
identifiquen la representacion grafica de la Funcion Lineal, reconociendo la recta como
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lugar geométrico, y a partir de ello, el reconocimiento de las relaciones cartesianas
generando una expresion analitica. Estos elementos propician una articulacion entre los
modos AA-FL-SG-FL-AE-FL.

T ’ e

En la siguiente informacion tomada del Anexo 10, se observa el Articulador y el transito
evidenciado por el participante E18-P4:

Los participantes E4, E7, E12, E17, E18, sustentan sus respuestas identificando las
“Coordenadas Cartesianas” —Athe.7— como aquel elemento que permite el transito entre
los Modos AA-FL-SG-FL, situdndose en AA-FL para responder, aspecto que se
evidencia cuando toman las dos coordenadas dadas y las ubican en el plano cartesiano
utilizando el software Cabri, para despuées trazar la linea recta que pasa por dichas
coordenadas inicialmente. Como evidencia se presenta la construccion realizada por el
participante E18 (Ver figura E18-P4).

En la siguiente informacion tomada del Anexo 10, se observan los articuladores y los
transitos evidenciados por los participantes E6, E15-P4:

105



Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
E . Funcion
E % Lineal
o
5 SG | AA | AE AA-F1-~5G-FL SG-FL—AA-FL AA-FI—AF-FL SG-FL—AE-FL Candidato para
= entrevista
E6 (P4 X -
(P ) Ath 6  plano
Cartesianoy
propiedades
lugar
geométrico
E15 (P4) X | X o e e ;Coémo construyd la
t -denadas L la: th5,,  edades = .
%‘:‘:ses ianas Carfes":uo ¥ £ Tugar gI' a'ﬁca en Cabr{?
RIS geométrico
lugar
geométrico

Los participantes E6 y E15 hacen uso del “Plano cartesiano y las condiciones de la
Funcion Lineal como lugar geométrico”-Ath.6— para argumentar su respuesta,
propiciando el transito entre los modos AA-FL—AE-FL, situdndose en modo AA-FL para
responder. ElI primer participante muestra un reconocimiento de las propiedades de la
Funcion Lineal como lugar geométrico, cuando traza perpendiculares a los ejes cartesianos
y ubica sobre la recta otros puntos, confirmando la colinealidad. Por su parte, el
participante E15 realiza un procedimiento similar pero usa como mediador el software
Cabri para encontrar las coordenadas de otros puntos (Ver figura E6, E15-P4).

. [ AA—FL—>AE—FL £266,4,97)

At ity J
. | 1 £211.332)
* 1yl I Ath.6
. 1252/187)

12,00, 0,00)

11,00, -3,00)

E6 I E15
Figura E6, E15-P4

En la siguiente informacion tomada del Anexo 10, se observa el Articulador y el transito
evidenciado por el participante E15-P4:
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E15 (P4)

Ath 1c, Ath 6 Ath 5 ¢ omo Str“Yé £
orrdenadas Plano . . .
Cartesianas Cartesianoy P"l"'w"" gréfica en Cabri?

geométrico

El participante E15 sustenta su respuesta con base en las “Condiciones de la Funcion
Lineal como lugar geométrico”-Ath.5—, como elemento que permite el transito entre los
Modos SG-FL—-AE-FL, situdndose en SG-FL para responder. La evidencia de dicho
transito se da cuando utilizando el software Cabri, traza la recta con base en las
coordenadas dadas, posteriormente ubica otros puntos al azar que son colineales a la
misma, y traza en cada punto hallado lineas perpendiculares a los ejes cartesianos,
verificando las propiedades de perpendicularidad a los ejes y colinealidad (Ver figura E15-
P4).

PO [sem ]

111; 3,32)

En la siguiente informacion tomada del Anexo 10, se observa los articuladores y transitos
evidenciados por el participante E17-P4:

E17 (P4 X —
4 Ath6  plano

Cartesianoy
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Los participantes E2, E12, E15, E17 basan su argumentacion en el “Plano cartesiano y en
las condiciones de la Funcion Lineal como lugar geométrico”-Ath.6—, como elementos
que permiten el transito entre los modos AA-FL—-AE-FL, situandose en AA-FL para
responder. Este transito se evidencia cuando los participantes toman las coordenadas dadas
y las llevan al plano cartesiano utilizando el software Cabri, luego trazan lineas
perpendiculares a los ejes cartesianos que pasan por las coordenadas iniciales, para
finalmente encontrar otros puntos que son colineales a los ya dados. A continuacion, se
presenta la construccion realizada por el participante E17 (Ver Figura E17-P4).

4. grafique

luego trace
lineas

es para poder
hallar

De otra parte, el participante E20, E22 presenta errores aritméticos en sus respuestas lo que
no permite evidenciar un transito. Finalmente, los participantes E5, E8, E10, E14, E28,
E29, E30, no responden la pregunta.

Pregunta 5

“Dada la ecuacion y + x = —1, representarla graficamente y comprobar que dicha gréfica
cumple las propiedades de la Funcion Lineal como lugar geométrico. Explica el
procedimiento (usar el software Cabri)”.

La pregunta 5 del cuestionario tiene la intencion de verificar si el estudiante aplica diversas
estrategias que le permitan representar graficamente la Funcidn Lineal, propiciando la
articulacién entre los modos AA-FL-SG-FL y AA-FL-AE-FL.

En la siguiente informacién tomada del Anexo 10, se observan los articuladores y transitos
evidenciados por los participantes E12-P5 y E15-P5:
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N Modos de Trausitos entre los Modos de Pensar Ia Funcion Lineal (FL) Observaciones
E Pensar la
o Funcion
cZ Lineal
Ed
E SG | AA | AE AA-FIL-S5G-FL SG-FL—AA-FL AA-FL—AE-FL SG-FL—AE-FL Candidato a entrevista
E12 (P5) X — —
Ath 2pominio Ath 6  Plane
¥ rango Cartesianoy
propiedades
lugar
geométrico
E15 (P5) X —_— 5 ;Cudles son los
Ath Zpominio Ath 6 no N o
S ranga Ca:::inmy dﬁa";!,", iy criterios para t:ra. zar la
propiedades Colinealidad perpendicularidad?
lugar
geométrico

Los participantes E15 y E12 sustentan su respuesta con base en el “Plano cartesiano y en
las condiciones de la Funcion Lineal como lugar geométrico”-Ath.6—, las cuales estan
relacionadas con la perpendicularidad de los puntos con respecto a los ejes cartesianos y
colinealidad, estas propiedades son vistas como elementos que permiten el transito entre los
Modos AA-FL-AE-FL; ambos utilizan el software Cabri en sus procedimientos,
sustentando que la construccion realizada es un lugar geométrico porque la recta cumple las
dos propiedades mencionadas anteriormente (Ver figura E12-P5).

Eslugar O\
geometrico ya
que:

1.
Perpendicular

2.
Perpendicular

puntos son
colineales
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En la siguiente informacidn tomada del Anexo 10, se observan los articuladores y transitos
evidenciados por el participante E15-P5:

o Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
% Pensar la
5] Funcion
g Lineal
g 5G | AA | AE AA-FL-SG-FL SG-FL—AA -FL AA-FI-AE-FL SG-FL—AE-FL Candidato a entrevista
:
-5
E15 (P5) X _— (Cuiles son los
4 2o ath e, | AhScomimeies | criterios para trasar la
propiedades Colinealidad perpenficularidad?
lugar
geométrico

El participante E15 argumenta su respuesta con base en el uso del “Dominio y rango”—
Ath.2—, transitando entre los modos AA-FL-SG-FL. Este transito se evidencia cuando
dice” dandole valores a x en una tabla de valores, reemplacé en la ecuacion y el
resultado obtenido de la y formé parejas. Ubiqué en el plano cartesiano y tracé las
perpendiculares y una recta”. La representacion grafica la hace con ayuda del software
Cabri (Ver figura E15-P5).

O)q=a-x === [ AA-FL-SG-FL }
Yz |
— §==2
2 “‘*1 (1,00:1-2,00)
1 (-2 | “\"__‘_\/;5 V(LA LA 2
514 % A R
2 [-3] > =1-2 L R
S NS CC : :Athz 0%, 4.00)

Figura E15-P5

Finalmente, los participantes E2, E4, E5, E6, E7, E8, E10, E14, E17, E18, E20, E22, E28,
E29 y E30, no responden la pregunta, lo que no permite evidenciar elementos del marco
tedrico que ameriten un analisis.

5.24 HALLAZGOS DEL CASO 2

e La mayoria de los participantes de este caso, se ubican para responder el cuestionario en
AA-FL o en SG-FL, estos logran identificar elementos caracteristicos de la Funcion
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Lineal; como puntos de corte con los ejes coordenados, pendiente o inclinacion y
gréfica, ademas reconocen la expresion analitica que define al objeto matematico en
mencién y en pocos casos, comprenden las propiedades de la Funcion Lineal como
lugar geomeétrico.

Las conexiones que establecen los participantes entre los Modos AA-FL-SG-FL, SG-
FL-AA-FL, AA-FL-AE-FL, SG-FL—-AE-FL se hacen evidentes, cuando a partir de
la expresion analitica o de elementos de esta, logran representar graficamente la
Funcion Lineal; en la ecuacion, cuando son capaces de tomar elementos de la grafica y
hallar la expresion analitica de la misma, y como lugar geomeétrico, cuando hacen uso
de las propiedades de la linea recta para graficar o encontrar su ecuacion.

El transito entre los Modos SG-FL—AA-FL se evidencia en varios de los participantes
utilizando el Articulador “Coordenadas Cartesianas” — Ath.1-mostrando que, a partir
de la recta en el plano cartesiano, es posible identificar dos de las coordenadas que la
conforman y, con base en estas, encontrar la expresion analitica que la representa. Este
tipo de procedimiento es el que cominmente se observa en los libros de texto, donde los
docentes le dan mayor relevancia al momento de trabajar la Funcion Lineal.

Otro de los transitos que se logra evidenciar en los participantes estd dado entre los
modos AA-FL—-SG-FL haciendo uso del Articulador 2, representado en el “Dominio y
rango”-Ath.2—, en donde el estudiante lo que hacen es, tomar la expresion analitica
dada y darle valores a la variable x —dominio— para encontrar los de la variable y—
rango—, las parejas formadas las representan en una tabla para posteriormente llevarlas
al plano cartesiano y generar la recta. Esto conlleva a concluir que varios de los
participantes son capaces de representar graficamente la Funcion Lineal dada la
expresion analitica, identificando caracteristicas propias de esta que les permite
diferenciarla de una funcién de grado dos.

Un transito que no se considerd en el analisis a priori pero que surgié al momento de
realizar el analisis a posterior, estd dado entre los modos AE-FL—-SG-FL propiciado
por el Articulador emergente 8 -Athe.8—, el cual se enmarca en las
“Perpendicularidad de los puntos con respecto a los ejes cartesianos y
colinealidad”. Dicho transito se presenta en uno de los participantes quien utiliza el
software Cabri mediador para lograr la articulacion entre uno y otro modo. Este
Articulador sera objeto de indagacion en la entrevista Semi-Estructurada que se
aplicara al Caso 3.

Aunque fueron pocos los participantes que mostraron transito entre los modos AA-
FL-AE-FL, SG-FL-AE-FL, AE-FL-SG-FL, es importante resaltar que los pocos
que lo logran evidenciar, utilizan el software Cabri como un mediador relevante en
dichos tréansitos, lo que lleva a considerarlo como una herramienta esencial al momento
de interpretar las propiedades de la Funcién Lineal como lugar geométrico.
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Otro elemento importante que se logra detectar es el Articulador emergente —Athe.7—
representado en las “Coordenadas Cartesianas”, a través de las cuales se propicia el
transito entre los modos de pensar AA-FL—-SG-FL, el cual se plante6 inicialmente de
manera hipotética como un generador del transito entre SG-FL—-AA-FL y no en doble
direccion como queda evidenciado en 4 de los participantes, quienes ponen de
manifiesto el paso por este transito emergente, utilizando el articulador en mencién. De
manera similar sucede con los articuladores emergentes —Athe.8- “Perpendicularidad
de los puntos con respecto a los ejes cartesianos y colinealidad”. y —Ate.9- “Punto
de corte y el desplazamiento sobre los ejes con respecto a dicho punto de corte”,
quienes son utilizados por dos de los participantes. Los articuladores emergentes en
mencién, seran objeto de indagacién en la entrevista Semi-Estructurada que se aplicara
al caso 3.

Es importante anotar que el transito entre AA-FL—-AE-FL, no se da de manera directa,
pues los participantes deben recurrir primero a lo grafico para justificar lo Estructural,
aun dando evidencias de comprender parte de AE-FL.

En el caso 2, los participantes presentan grandes dificultades para pensar el concepto de
Funcion Lineal en un Modo Analitico Estructural, asi como en los transitos que se
plantearon hipotéticamente entre este y otros Modos, evidenciandose en la poca
cantidad de participantes que dan argumentos a partir de este modo, lo que lleva a
pensar si faltd un mejor disefio de las preguntas del instrumento que movilizara esta
forma de pensar el objeto matematico, por ello se requiere profundizar en este aspecto
durante la entrevista.

Comparando los casos 1 y 2, pareciera que el nivel de desempefio escolar influyera al
momento de experimentar o no los transitos entre los Modos de pensar, es decir, en el
caso 1 los participantes presentan niveles de desempefio escolar superior y alto, y
mostraron mayores transitos; mientras que los del caso 2 cuyo desempefio es basico,
evidencian menor numero de transitos.

Finalmente, luego del analisis en detalle del caso, se verifica que los participantes que
lograron evidenciar situaciones o procedimientos objeto de indagacion, deberan realizar
entrevista directa con los investigadores como segundo instrumento de analisis, estos
son: E6, E12, E15, E18 los cuales haran parte del caso 3.

5.3. CONFORMACION DEL CASO 3

Como se definio en el disefio metodoldgico, los participantes de este caso son aquellos que
luego de la aplicacion del cuestionario a los casos 1 y 2 y del analisis a posteriori del
mismo, evidenciaron una mayor y mejor articulacion entre los modos de pensar la Funcion
Lineal, ademés presentan un buen manejo del Software Cabri en relacion con el objeto
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matematico, estos corresponden a E1, E3, E6, E9, E11, E12, E13, E15, E18 y E19. Es de
anotar que el instrumento de analisis que se utiliza para estos estudiantes es la entrevista
Semi-Estructurada a partir de una situacion en contexto, y para efectos de esta se
identifican los participantes de la siguiente manera: En,,
En,, Eng, En,, Ens, Eng, En,, Eng Eng,Enyy, donde E;, corresponde al estudiante
entrevistado y los nimeros 1, 2,3...10 al orden en el que fueron realizados los analisis.

De otra parte, los estudiantes que no respondieron a las preguntas planteadas en el
cuestionario, asi como aquellos que presentaron un minimo de transitos entre los modos de
pensar sin presentar suficientes argumentos que permitan extraer informacién clara
relacionada con la teoria Modos de Pensamiento, no se tendran en cuenta en la
conformacién de este caso, en tanto que, segun Stake (2010), s6lo se retoman aquellos
casos que ofrezcan las mejores y mayores oportunidades de aprendizaje con respecto a la
problematica objeto de estudio.

5.4 ANALISIS A PRIORI DE LA ENTREVISTA SEMI-ESTRUCTURADA

La entrevista esta enmarcada en verificar y profundizar dentro del marco de la teoria Modos
de Pensamiento, que los articuladores hipotéticos planteados en el analisis a priori del
cuestionario y los emergentes producto del analisis a posteriori del mismo, son
efectivamente elementos de la matematica que propician el transito entre los modos de
pensar la Funcion Lineal, asi mismo, en confirmar cuales son aquellos modos que mas
utilizan los estudiantes y los que definitivamente no se logran evidenciar.

La entrevista inicialmente consta de una situacion en contexto (Ver figura 21) y una serie
de preguntas secuenciales que el estudiante debe desarrollar, el investigador serd un
participante activo y podréa solicitar aclaraciones o hacer preguntas a lo largo de la misma.

Una fabrica produce baldosas de forma
rectangular. El arquitecto distribuye las

baldosas siguiendo 1a sccucncia quc se

1 rectanguio 2 reclangisos 3 rectanguios 4 rectanguios

Figura 21: Recuperada de https://www.youtube.com/watch?v=eM8bQzNg_bo&t=329s,
recuperado el 24 de febrero de 2017
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Con base en la anterior situacion, responder las siguientes preguntas:

1. Si se sabe que la primera baldosa esta en la posicion 1, y en la posicién dos hay 2
baldosas; completa la secuencia hasta la posicion 6, luego calcula el perimetro de las
baldosas que forman la figura en cada posicién (posiciones 1, 2, 3, 4, 5y 6) y construye
una tabla de valores con la relacion “numero de baldosas™ vs “perimetro”.

La intencion es familiarizar al estudiante con la situacion dada, ubicandolo en un modo
Analitico-Aritmético (AA-FL) donde, a partir de secuencias numéricas y relaciones de
proporcionalidad, es capaz de construir una tabla de valores. La siguiente tabla muestra
las posibles relaciones que se pueden hallar (Ver figura 22):

Numero de Perimetro(y)

baldosas (x)
1 12
2 14
3 16
4 18
5 20
6 22

Figura 22: relacion entre el perimetro y el nmero de baldosas.

Utilizando los elementos ya encontrados en el punto anterior, explica como podrias realizar
una representacion grafica de los datos, y determina, si es posible, el nimero exacto de
puntos que conforman la recta. Justifica en detalle los procedimientos.

Esta pregunta tiene por intencién profundizar en el articulador emergerte 7 (Athe.7),
denominado “Coordenadas Cartesianas”, el cual en el andlisis a priori del cuestionario no
fue tenido en cuenta en el transito AA-FL—SG-FL, pero su uso fue puesto en evidencia en
el analisis a posteriori; se espera que el estudiante identifique las variables a partir de la
tabla y forme coordenadas, que llevara al plano cartesiano para generar la linea recta, la
cual puede ser o no elaborada con la ayuda del Software Cabri, evidenciando asi un
transito entre los Modos AA-FL—-SG-FL.

De otra parte, se indaga en los modos de pensar la Funcion Lineal entre SG-FL—-AA-FL
con el articulador hipotético 4 (Ath.4), denominado “Relaciones de Proporcionalidad ”, y
el articulador hipotético 3 (Ath.3), correspondiente al “Angulo de inclinacion de la recta
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con respecto al eje x ”’; ya que ninguno de los dos fue utilizado por los participantes de los
casos anteriores. A partir de la respuesta del estudiante, también se indaga por el

articulador emergente 9 denominado “punto de corte de la recta en "y" con relacion a su
desplazamiento en "x" (Athe.9), para darle validez o descartarlo.

El transito SG-FL—--AA-FL se evidencia cuando el estudiante, a partir del gréfico,
identifica que existe una serie de coordenadas y que ademas guardan una proporcion,
permitiéndole ello establecer otras coordenadas cartesianas que, si bien no estan en la
tabla, también pertenecen al gréfico (Ath.4).

En el caso del transito entre SG-FL—-AE-FL, el estudiante, a partir de la grafica, genera
perpendiculares a los ejes cartesianos encontrando otras coordenadas y verificando que
estas sean colineales.

2. Encuentra una expresion analitica que represente la recta generada en el punto anterior,
represéntala como un lugar geométrico a partir de sus propiedades, ademas explica las
estrategias a utilizar en dicha construccion. Justifica los procesos utilizados.

Esta pregunta tiene por intencién movilizar al estudiante por varios transitos:

En primera instancia esta el considerado entre los Modos SG-FL-AA-FL, donde se
espera que el estudiante tome dos coordenadas del grafico, calcule la pendiente y halle la
expresion analitica con la formula punto-pendiente, esto mediante el articulador hipotético
1 (Ath.1).

Un segundo transito esta considerado entre AA-FL—-AE-FL, donde el estudiante puede
usar el software Cabri para verificar que las coordenadas marcadas en la grafica son
perpendiculares a los ejes y, a su vez, son colineales, lo cual le permite tomarlas para
hallar la expresion analitica.

Un tercer transito se da entre AE-FL—-SG-FL cuando el estudiante, a partir del plano
cartesiano, traza rectas perpendiculares a los ejes y busca puntos colineales que le
permitan generar una linea recta, utilizando el articulador 6 (Ath.6) denominado “plano
cartesiano y condiciones de la linea recta como lugar geométrico”.

Por ultimo se da el transito de AE-FL—--AA-FL usando el articulador 6 (Ath.6), cuando
el estudiante, a partir del plano cartesiano, ubica coordenadas colineales y verifica que
estas sean perpendiculares a los ejes coordenados, lo cual le permite hallar los elementos
de la Funcion Lineal que le serviran para hallar la expresiéon analitica. Es de anotar que
este ltimo transito no fue considerado en los transitos hipotéticos durante el cuestionario,
por ello se incluye en la entrevista para indagar su posibilidad.
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5.5. ANALISIS Y REGISTRO A POSTERIORI DE LA ENTREVISTA SEMI-
ESTRUCTURADA UNA MIRADA DESDE LA TEORIA MODOS DE
PENSAMIENTO

Antes de iniciar con el analisis, se debe aclarar que si bien en la entrevista se tomaron como
punto de partida tres preguntas, en el registro del andlisis solo se enfatiza en las 2 y 3
debido a que la pregunta nimero uno, tiene como proposito poner de manifiesto el punto de
partida de la entrevista, donde el estudiante demuestra comprension de la situacion
ubicAndose en un modo de pensar el objeto matemético, caso puntual el analitico
aritmético. En el proceso de investigacion este es un elemento muy valioso porque
confirma las conclusiones de los casos anteriores, donde se resalta la importancia de
situaciones en contexto que familiaricen al estudiante con el o los conceptos en particular
que se quieren trabajar (Ver figura 23).

DN N Y
tf)f:’y.;'
! tt,)(r?f\'

/-—.——‘v>-\ PR i

3 5:'5“'41 TR IS ‘; P TP il ves P '»)o %
- de tabatdotca, Neg-ad, o e g
Sageaesess Al \_Q.‘: letcKrrg eI ikl eu ! %
e e g o Sy R 7 R A o T d::' Serol
_,<3-11141.Q.a,a 1 D

l:{ rte wi e\ rn‘ et

A

‘>C—1Cr$&’ [0

337 ru,:..;

Creciadva |

5.5.1 REGISTRO Y ANALISIS APOSTERIORI DEL CASO 3

El registro a posteriori surge como un instrumento que permitié organizar la informacion
proporcionada por los estudiantes en el cuestionario (Ver Anexo 11) , en éste se
consignaron los transitos entre los Modos de pensar la Funcién Lineal, identificados luego
de la entrevista realizada a los participantes que conforman el caso de estudio 3, aclarando
que ya no se relacionaran los articuladores con un nimero especifico como se venia
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haciendo en el transcurso de los analisis anteriores, sino que estos se tipifican de una
manera general resaltando los elementos matematicos que hacen parte de cada uno. Con
respecto a los simbolos utilizados en el registro, se precisa que cuando se habla de En;, se
estd haciendo referencia al entrevistado 1, en el caso de las preguntas se usa la abreviatura
P; para el caso de la nimero 1, y los articuladores se representan por medio del simbolo
Art.

A continuacion, se realiza un analisis a las respuestas de los estudiantes entrevistados,
mostrando informacidn puntual que se obtiene a partir de los registros visuales y auditivos
logrados por los investigadores. Para efectos del analisis, se referencia al investigador con
la letra I, acompafiada por el nimero que representa la pregunta de la entrevista, por
ejemplo, 2I alude a la pregunta 2 de la entrevista Semi-Estructurada realizada por el
investigador, de otra parte, la respuesta del estudiante a la pregunta es antecedida por el
numero que corresponde a la pregunta del investigador, es decir, en el caso de 2En, , el 2
es la pregunta 'y En, es el entrevistado 1 con el numeral del anonimato segun lo establecido
en el numeral 5.3 de la conformacion del caso 3.

La estructura del andlisis se fundamenta en la teoria Modos de Pensamiento a partir de los
transitos que subyacen de la misma, resaltando la manera como se da el transito y el
Articulador utilizado al momento de abordar el objeto matematico.

Transito entre los modos AA-FL—--SG-FL

El transito se presenta cuando dada la ecuacién de una Funcion Lineal, el estudiante
puede encontrar coordenadas cartesianas, llevarlas al plano y generar una linea recta.

El andlisis que se muestra a continuacion hace referencia al Articulador “Coordenadas
Cartesianas”.

Enunciado 2

Utilizando los elementos ya encontrados en el punto anterior, explica como podrias realizar
una representacion grafica de los datos, y determina, si es posible, el nUmero exacto de
puntos que conforman la recta. Justifica en detalle los procedimientos.

Para efectos del analisis se retoman algunos testimonios de los entrevistados, resaltando
que todos los estudiantes del caso 3 hacen uso del este Articulador (Ver tabla 8).

11 ... ;(Se podrian ubicar sobre la misma recta otras coordenadas que se salgan del
contexto de la situacion planteada?
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En las siguientes iméagenes se registra evidencia fisica de las respuestas que
proporcionaron algunos estudiantes.
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En la respuesta del participante En;, se deja ver un reconocimiento claro de la
“Coordenadas Cartesianas” como aquel elemento que le permite pasar de lo aritmético a
lo geométrico, asi mismo comprende la linea recta como un conjunto de puntos infinitos,
en donde las coordenadas halladas son solo una parte de esta.

Por su parte el participante Eng ante la misma pregunta argumenta a partir de la situacion
inicial relacionando estas con las variables x e y (ver figura 1Eng).
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Transcripcion de audio Eng ... “la tabla la conformé simplemente con la posicién
que tiene cada baldosa y con el perimetro...” (Henao y Mena, 2018).
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A la luz de la teoria Modos de Pensamiento, los entrevistados En; y Eng evidencian el uso
del Articulador “Coordenadas Cartesianas™, cuando logran relacionar los datos obtenidos
en la situacion como un conjunto de coordenadas que le permiten realizar una
representacion grafica, ademés muestran claridad respecto a la infinidad de puntos que
componen la recta cuando manifiestan que esta se extiende infinitamente.

11 ... ;Se podrian ubicar sobre la misma recta otras coordenadas que se salgan del contexto
de la situacion planteada?
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AA-FL—-SG-FL

Coordenadas Cartesianas

Transcripcion de audio Eny ... “V es el nimero de baldosas que hay y P es el
perimetro...entonces yo busque el perimetro de cada una de las baldosas y ahi
pude sacar esta tabla...v=x y p=y porque el perimetro siempre es dependiente al
namero de baldosas igual la y es dependiente de x...” (Henao y Mena, 2018).

El estudiante En, en sus argumentos evidencia un conocimiento amplio de caracteristicas
propias de la Funcion Lineal, como son la dependencia e independencia de las variables, y
el concepto de funcidn creciente, asi mismo se observa una articulacion entre los Modos
Analitico Aritmético y Sintético Geométrico, mediante las “Coordenadas Cartesianas”.

En resumen, en los estudiantes del caso 3 se confirma el articulador “Coordenadas
Cartesianas”, como el elemento de la matematica que propicia el transito entre los Modos
AA-FL-SG-FL, confirmando asi la informacion obtenida en los casos 1y 2.

Transito entre los modos SG-FL-AA-FL

Este transito se presenta cuando, a partir de la grafica de una Funcién Lineal, el
estudiante es capaz de identificar elementos de la recta que le permiten hallar la ecuacién
de la misma.

119



El analisis que se muestra a continuacion hace referencia a los articuladores “Coordenadas
Cartesianas” y el “Desplazamiento sobre los ejes cartesianos con el punto de corte en

y”.
Enunciado 3

Encuentra una expresion analitica que represente la recta generada en el punto anterior,
represéntala como un lugar geométrico a partir de sus propiedades, ademas explica las
estrategias a utilizar en dicha construccion. Justifica los procedimientos utilizados.

En el andlisis que se muestra a continuacion, se retoman los testimonios de estudiantes que
logran evidenciar el transito entre SG-FL—-AA-FL, producto de la situacion aplicada y de
las preguntas del investigador.

21 ... (Es posible, a partir del gréfico, determinar la pendiente de la recta sin utilizar la
expresion conocida como: m = 22217

Xo2—X1
Transcripcion de audio 2Eng ... “la forma mas facil de hallar la expresion
analitica es tomar dos coordenadas de la grafica y luego hallar la pendiente con
la formula...la b la saco de la interseccion en y y obtengo la ecuacion y = 2x +
10". (Henao y Mena, 2018).

Transcripcion de audio 2Eng _ “la pendiente la encontré analizandola, por cada
uno que avanza a la derecha sube dos hacia arriba entonces la pendiente es dos,
entonces quedaria y = 2x + 10 ...por cada punto que avance a la derecha, por
cada numero que avance usted ya mira cuanto sube y esa es la pendiente...”
(Henao y Mena, 2018).

Transcripcion de audio 2Eng...” ’se multiplica por 2 la posicion de las baldosas, se
suman 10 que es el perimetro que hay al lado que siempre va a ser una constante,
y el niumero de baldosas se multiplica por 2...a partir del ejemplo se puede sacar
la expresion...” (Henao y Mena, 2018).

Transcripcion de audio 2En4...”como la recta pasa por el eje y y la intersecta en
10, ese es el valor de b...la pendiente no esta muy bien definida pero con la
situacion de las baldosas la x se multiplica por 2 obteniendo asi el perimetro, el
niimero 2 es la pendiente” (Henao y Mena, 2018).

En el analisis vemos como los estudiante Eng y Eng, evidencian un transito entre los
Modos SG-FL-AA-FL cuando a partir del grafico hallan la pendiente de la recta
utilizando diferentes estrategias: “Coordenadas Cartesianas” en Eng, Yy el
“Desplazamiento sobre los ejes cartesianos con el punto de corte en y” en Eng, ambos
articuladores al combinarse con el punto de interseccion de la recta con el eje y permiten
encontrar la expresion analitica.
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En el mismo sentido, y basados en la teoria Modos de Pensamiento, los estudiantes Eng y
En, evidencian un transito entre los modos SG-FL-AA-FL, cuando a través del analisis
del gréfico, la deduccion de la pendiente y el punto de interseccién, logran encontrar la
expresion analitica; en este caso el articulador que permite el transito es el denominado
“Relaciones de proporcionalidad” que mas adelante se convierte en la pendiente.

En resumen, los estudiantes En,, Ens, Eng Yy Eng reconocen con claridad la expresion
analitica de una Funcién Lineal y utilizan diferentes métodos y estrategias para determinar
la pendiente, elemento que es muy importante en tanto que como investigadores nos
permite validar sus soluciones y homologar dos conceptos de la matematica en uno solo:
pendiente = constante de proporcionalidad. Este hallazgo lleva a pensar en que cuando un
estudiante determina la constante de proporcionalidad en el analisis de una secuencia lineal,
realmente ha encontrado la pendiente que al combinarse con una coordenada permiten el
transito entre SG-FL->-AA-FL.

Transito entre los modos AE-FL—--SG-FL

El trénsito ocurre cuando el estudiante a partir del plano cartesiano traza rectas
perpendiculares a los ejes y busca puntos colineales que le permitan generar una linea
recta.

El andlisis que se muestra a continuacion hace referencia al Articulador: Plano cartesiano
y condiciones de la Funcién Lineal como lugar geométrico.

Enunciado 3

Encuentra una expresion analitica que represente la recta generada en el punto anterior,
represéntala como un lugar geométrico a partir de sus propiedades, ademas explica las
estrategias a utilizar en dicha construccion. Justifica los procedimientos utilizados.

3I... ;Cudl fue la estrategia que utilizaste para representar la recta como un lugar
geométrico?

Ante esta pregunta, ninguno de los estudiantes entrevistados dio cuenta de una respuesta
que permita validar el transito entre los modos AE-FL—-SG-FL.

Transito entre los modos SG-FL—-AE-FL

El transito se evidencia cuando el estudiante, a partir de la gréafica, genera
perpendiculares a los ejes cartesianos encontrando otras coordenadas y verifica que estas
sean colineales.

El analisis que se muestra a continuacion hace referencia al Articulador “Condiciones de la
Funcion Lineal como lugar geométrico”.
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Enunciado 2.

Utilizando los elementos ya encontrados en el punto anterior, explica como podrias realizar
una representacion grafica de los datos, y determina, si es posible, el niUmero exacto de
puntos que conforman la recta. Justifica en detalle los procedimientos.

I... ;Se podrian ubicar sobre la misma recta otras coordenadas que se salgan del
contexto de la situacion planteada?

La respuesta del estudiante En, se presenta a continuacion (Ver figura 1En,)
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El estudiante Eng evidencia una construccion similar a la del estudiante En,; mostrando
apropiacion de la representacion gréfica de la Funcion Lineal y de las propiedades como
lugar geométrico (Ver figura Eny, Eng, 1I).
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A su vez, en el estudiante Eng Se evidencia una comprension de la Funcién Lineal como un
lugar geométrico, cuando hace uso de la perpendicularidad con respecto a los ejes y de la
colinealidad de los puntos que representan las coordenadas, sin embargo, deja ver una falta
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de comprension de las caracteristicas de la representacion grafica de la Funcién Lineal,
cuando expresa que “el numero exacto de puntos es 6, desconociendo que la recta esta
conformada por infinitos puntos.

En resumen, los estudiantes En,, Eng y Eng desde la teoria Modos de Pensamiento,
experimentan el trénsito entre los Modos SG-FL—-AE-FL-, a través del Articulador
“Condiciones de la Funcién Lineal como lugar geométrico”.

Enunciado 3

Encuentra una expresion analitica que represente la recta generada en el punto anterior,
represéntala como un lugar geométrico a partir de sus propiedades, ademas explica las
estrategias a utilizar en dicha construccion. Justifica los procedimientos utilizados.

3I... ;Cudl fue la estrategia que utilizaste para representar la recta como un lugar
geométrico?

A continuacion se presenta la respuesta del estudiante En, (Ver figura 3En,)
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El estudiante En, en la entrevista, desde la mirada de la teoria que tomamos para esta
investigacion, relata y muestra desde lo figural una apropiacion de la Funcién Lineal como
lugar geométrico, en tanto que no se limita a simplemente dibujar una recta sino que es
capaz de analizar sus condiciones y hacer uso de ellas para argumentar. Por otro lado,
vemos que asume el software Cabri como otra estrategia que le permite de igual forma
corroborar las propiedades y utilizarlas para generar la gréfica.

Desde la observaciéon del investigador y a partir de la construccion realizada por los
estudiantes En; y Eng, se verifica que inicialmente trazan la linea recta con las
coordenadas obtenidas en el analisis de la secuencia, luego encuentran perpendiculares a
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los ejes cartesianos desde las coordenadas dadas, ademas genera otras coordenadas que no
estan en el contexto inicialmente planteado, evidenciando apropiacion de la colinealidad,
asi como la de los puntos infinitos sobre la recta, cuando manifiesta (Ver figura En,,Eng,
31).
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geomeétrico.

En conclusion, los estudiantes En,, Eng y Eng desde la teoria Modos de Pensamiento
experimentan el transito entre los Modos SG-FL—-AE-FL, a través del Articulador
denominado “Condiciones de la Funcién Lineal como lugar geométrico”, confirmando
la hipdtesis plantada inicialmente en torno a dicho transito.

Transito entre los modos AE-FL-AA-FL

El trénsito ocurre cuando el estudiante, a partir del plano cartesiano, ubica coordenadas
colineales y verifica que estas sean perpendiculares a los ejes coordenados, lo cual le
permite hallar los elementos de la Funcion Lineal que le servirén para hallar la expresion
analitica.

El analisis que se muestra a continuacion hace referencia a la busqueda de un elemento de
la matematica que pueda servir como articulador, pues este transito no fue considerado en
las hipotesis iniciales, las cuales son producto del anélisis a priori del cuestionario (numeral
3.2.1), a pesar de ello emergid en un estudiante del caso 1 —~E19-, por ello se incluyé en la
entrevista aplicada al caso 3 la pregunta:

41...;Que estrategias crees que se pueden utilizar para, a partir de las propiedades de la
Funcion Lineal como lugar geométrico, encontrar la expresion analitica que la representa?

Transcripcion de audio 4Eny...”sin graficar?...usando lo de las baldosas se
podria conseguir la b, este numero interseca con “y” porque las baldosas tienen
un namero que siempre se mantiene y es 5, la pendiente seria 2 porque en cada

baldosa tiene un nimero y cada numero se multiplica por 2 porque la baldosa
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tiene a ambos lados ese mismo numero, entonces quedaria 2x + 10...no creo que
sea posible solo con las propiedades como lugar geométrico” (Henao y Mena,
2018).

Los demas estudiantes entrevistados no responden a dicha pregunta.

En este caso, se concluye que el transito AE-FL-AA-FL no es posible entre los modos de
pensar la Funcion Lineal.

Transito entre los modos AA-FL—-AE-FL

El trénsito se evidencia cuando el estudiante, a partir del plano cartesiano, ubica
coordenadas colineales y verifica que estas sean perpendiculares a los ejes coordenados,
lo cual le permite hallar los elementos de la Funcion Lineal con los cuales puede hallar la
expresion analitica.

El analisis que se muestra a continuacion hace referencia al articulador: plano cartesiano y
propiedades de la recta como lugar geométrico.

Enunciado 3

Encuentra una expresion analitica que represente la recta generada en el punto anterior,
represéntala como un lugar geométrico a partir de sus propiedades, ademas explica las
estrategias a utilizar en dicha construccion. Justifica los procedimientos utilizados.

3I... ;Cudl fue la estrategia que utilizaste para representar la recta como un lugar
geométrico?

La respuesta del estudiante Eng se presenta a continuacion (Ver figura 3En3)
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El estudiante En, con la ayuda del software Cabri y a partir de la expresion que logra
hallar, realiza la construccion de la linea recta como un lugar geométrico, visualizando el
desplazamiento de los puntos que la conforman de manera dinamica (Ver figura En,, 3l).

AA-FL->AE-FL

Plano Cartesiano
y condiciones de
la Funcion
Lineal como

En resumen y bajo la mirada de la teoria Modos de Pensamiento, los estudiantes En; y En,
muestran el uso del “Plano cartesiano y de las condiciones de la Funcion Lineal como
lugar geométrico”, como un Articulador que permite el transito entre los Modos AA-
FL—-AE-FL, corroborando lo encontrado en los caso 1y 2.

5.5.2. HALLAZGOS DEL CASO 3

A la luz de la teoria Modos de Pensamiento, la mayoria de los estudiantes de este caso
, al igual que en los casos anteriores evidencian el uso del Articulador “Coordenadas
Cartesianas”, cuando logran relacionar los datos obtenidos en la situacion como un
conjunto de coordenadas que le permiten realizar una representacion grafica, ademas
muestran claridad respecto a la infinidad de puntos que componen la recta confirmando
de esta manera el Articulador en mencién, como el elemento de la matematica que
propicia el transito entre los modos AA-FL—-SG-FL, confirmando asi la informacion
obtenida en los casos 1 y 2.

A partir de la comprension de la situacion dada los estudiantes logran establecer
conexiones entre los modos SG-FL—-AA-FL, cuando a partir del grafico hallan la
pendiente de la recta utilizando diferentes estrategias, que al combinar con el punto de
interseccion le permiten encontrar la expresion analitica, en este caso los articuladores
que permiten el transito son los nombrados como “Coordenadas cartesianas y Punto
de corte en y con el desplazamiento sobre los ejes cartesianos”.

En relacion al trénsito SG-FL—-AA-FL, los estudiantes reconocen con claridad la
expresion analitica de una Funcion Lineal y utilizan diferentes métodos y estrategias
para determinar la pendiente, elemento que es muy importante en tanto que como
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investigadores nos permite validar sus soluciones y homologar dos conceptos de la
matematica en uno solo: Pendiente = Constante de Proporcionalidad. Este hallazgo
nos lleva a afirmar que cuando un estudiante determina la constante de
proporcionalidad en el andlisis de una secuencia lineal, realmente ha encontrado la
pendiente que al combinarse con una coordenada permiten el transito entre SG-
FL-AA-FL.

¢ Ninguno de los estudiantes de este caso da cuenta de una respuesta coherente y clara,
que permita validar el transito entre los modos AE-FL—-SG-FL, descartando asi este
transito como emergente de los casos anteriores.

e El estudiante En, en la entrevista, desde la mirada de la teoria que tomamos para esta
investigacion, relata y muestra desde lo figural una apropiacion de las propiedades de la
Funcién Lineal, en tanto que no se limita a simplemente dibujar una recta sino que es
capaz de analizar sus propiedades y hacer uso de ellas para argumentar. Por otro lado,
vemos que asume el software Cabri como otra estrategia que le permite de igual forma
corroborar las propiedades y utilizarlas para generar la grafica.

e En el anélisis encontramos que los estudiantes En,, Eng y Eng desde la teoria Modos
de Pensamiento experimentan el transito entre los Modos SG-FL—-AE-FL, a través del
Articulador denominado “Condiciones de la Funcion Lineal como lugar
geométrico”, confirmando la hipétesis plantada inicialmente en torno a dicho transito.

¢ Ningun estudiante de este caso logra relatar o evidenciar el uso de algun elemento de la
matematica que permita validar el transito entre AE-FL-AA-FL.

e Desde la teoria Modos de Pensamiento, se concluye que los estudiantes En; y En,
muestran el uso del Articulador “Plano cartesiano y condiciones de la Funcién
Lineal como lugar geométrico”, como un Articulador que permite el transito entre los
Modos AA-FL—-AE-FL corroborando lo encontrado en los caso 1 y 2. En la tabla que
se presenta a continuacion se resumen los transitos y articuladores evidenciados en el
caso 3 (Ver tabla 7).

Tabla 7: Resumen de articuladores presentes en el caso 3.

TRANSITOS ENTRE | AA-FL-SG-FL | SG-FL-AA-FL | SG-FL-AE-FL | AA-FL—AE-FL
LOS MODOS DE
PENSAR LA FUNCION
LINEAL

ARTICULADORES T o

Artcorrdenadas Art  pendiente de Artcondiciones Art Plano
Cartesianas larectay como lugar Cm.'tfzsiana y
punto de intersecto geométrico condiciones como
en'y". lugar
geométrico
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5.6. CONCLUSIONES DEL CAPITULO

El analisis realizado a los tres casos de estudio, parte de las respuestas e interpretaciones de
los estudiantes que son producto del cuestionario de preguntas semi-abiertas como de la
entrevista Semi-Estructurada, arrojan elementos importantes que permiten identificar la
manera como los estudiantes transitan entre un modo de pensar y otro, poniendo de
manifiesto los elementos de la matemética que permiten dicho transito. Este proceso de
analisis se realiza bajo la mirada de la teoria Modos de Pensamiento, comprobando una
clara existencia del transito AA-FL-SG-FL mediante el Articulador “Coordenadas
Cartesianas”, el cual es un concepto que si bien se trabaja en el grado noveno, no se le da
el estatus que deberia tener dada su importancia para generar el cambio de una
interpretacion a otra.

Asi mismo se evidencia el transito inverso SG-FL-AA-FL, a través de dos articuladores
independientes que actlan por separado, donde se retoma nuevamente a las “Coordenadas
Cartesianas” confirmando la fuerza de este concepto a la hora de trabajar la Funcién
Lineal. Por otra parte surge un segundo articulador denominado, “Pendiente y Punto de
Interseccion con el eje y", el cual en las hipotesis iniciales no fue definido en estos
términos, pero logra ser evidenciado con tal claridad que la gran mayoria de los estudiantes
hacen uso de este mediante diversas formas.

Una fortaleza importante del andlisis, radica en el uso que dieron los estudiantes al Modo
Analitico Estructural, a través del software Cabri como mediador, permitiendo una mejor
comprension de los Modos de pensar y la articulacion entre SG-FL-AE-FL, asi como
entre AA-FL-AE-FL. El primer transito fue posible utilizando el Articulador denominado
“Condiciones de la Funcién Lineal como Lugar Geométrico”, y el segundo haciendo
uso del “Plano Cartesiano y condiciones de la Funcién Lineal como Lugar
Geométrico”.

Asi mismo se indaga en la basqueda de algin elemento de la matematica que permitiera
validar el transito entre AE-FL-AA-FL, asi como AE-FL-SG-FL, sin embargo no se
logra relatar o evidenciar.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES



En el capitulo que se narra a continuacion, se presentan los resultados obtenidos producto
del estudio realizado a los casos 1, 2 y 3 como parte de un proceso investigativo, en torno a
las implicaciones presentes en la ensefianza y aprendizaje de la Funcidén Lineal, al
implementar una Unidad Didéactica, fundamentada en la teoria Modos de Pensamiento.

6.1 DESDE LO EPISTEMOLOGICO

La Funcion Lineal es un concepto que aparece en escena luego de un largo proceso de
construccién epistemoldgica, donde no solo se ha dado por definicion, sino que ha
requerido de evoluciones matematicas para convertirse hoy en la herramienta que permite
la descripcion de diferentes fendmenos de variacion y que han sido aplicados a diferentes
disciplinas del conocimiento cientifico —como la quimica, fisica, biologia, economia—. Asi
mismo, se hace necesario que al abordar su estudio se fortalezca la comprensiéon del
concepto a partir de situaciones en contexto que acerquen al estudiante a la creacion de
modelos, que mas adelante le permitan hacer generalizaciones, esta recomendacion invita a
no iniciar con la definicién formal, permitiendo al estudiante ser participe de su propia
construccidn garantizando asi apropiacion y comprension del mismo.

6.2 DESDE LA TEORIA

A través de la teoria Modos de Pensamiento de Sierpinska (2000), se logro identificar y
describir la manera como los estudiantes transitan entre un Modo de pensar y otro,
poniendo de manifiesto los elementos de la matematica que propician dicho transito.

Con la investigacion se comprob6 que todos los estudiantes utilizan el Articulador
Coordenadas Cartesianas para transitar del modo Analitico-Aritmético al Sintético-
Geométrico, para ello se apoyan de la expresion analitica y reemplazando la variable
independiente generan las coordenadas que luego llevan al plano cartesiano para visualizar
la graficar, este si bien es un proceso comun en las aulas de clase, nos permiti6 validar el
transito AA-FL-SG-FL.

Asi mismo se logra evidenciar el transito inverso entre SG-FL-AA-FL, a través de dos
articuladores independientes que actuaron por separado, el primero hace referencia a las
Coordenadas Cartesianas como un elemento de la matematica que permite pasar de una
interpretacion a otra, esto cuando a partir del grafico el estudiante toma coordenadas y halla
la expresion analitica, confirmando la fuerza de este articulador a la hora de trabajar la
Funcion Lineal.

De otra parte, se confirma la existencia de un segundo Articulador en el mismo transito de
SG-FL-AA-FL denominado, Pendiente y Punto de Interseccién con el eje y, el cual en
las hipétesis iniciales no fue definido en estos términos, pero logra ser evidenciado con tal
claridad que una gran mayoria de los estudiantes hacen uso de este mediante diversas
formas —desplazamiento de x respecto a y desde la gréfica, angulo de inclinacion, constante
de proporcionalidad y formula tradicional—, asi queda en evidencia como la pendiente de la
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recta junto con el intersecto en el eje y, son elementos de la Funcién Lineal que juegan un
papel importante en el estudio de esta.

De acuerdo con la investigacion, consideramos que el Modo AE—FL es posible incorporarlo
en el curriculo escolar, pues permitié que los estudiantes a través del software Cabri
hicieran uso de algunas propiedades del objeto matematico, internandose en el
reconocimiento de estructuras mas complejas que llevan a una mejor comprension. Con
este Modo se destacaron los transitos SG-FL-AE-FL asi como AA-FL-AE-FL; el
primero fue posible utilizando como articulador las Condiciones de la Funcién Lineal
como Lugar Geométrico —perpendicularidad de las coordenadas a los ejes cartesianos y
colinealidad- , y el segundo haciendo uso del Plano Cartesiano junto con las Condiciones
de la Funcion Lineal como Lugar Geométrico, ambos articuladores fueron fortalecidos
con la ayuda de un software de geometria dinamica como Cabri.

Con respecto a las conexiones entre los modos AE-FL- AA-FL, al igual que entre AE-FL
-SG-FL, en las tres unidades de andlisis los estudiantes presentaron dificultades al
momento de hallar la expresion analitica o trazar la gréfica, a partir del uso de las
condiciones del objeto matematico como lugar geométrico. Ninguno de los estudiantes
mostrd evidencias en sus argumentos de algun elemento de la matematica que permitiera
validar dichos transitos. Consideramos que esto se debe primordialmente, a las bases
conceptuales adicionales que requieren los estudiantes para entender plenamente el objeto
matematico como lugar geomeétrico.

6. 3 DESDE LOS OBJETIVOS

Al inicio de esta investigacién nos planteamos como objetivo general: analizar las
implicaciones en la ensefianza y aprendizaje de la Funcién Lineal, al implementar una
Unidad Didactica fundamentada en la teoria Modos de Pensamiento en las practicas de
aula. A partir de la revision de este, y del estudio de la pregunta de investigacién, se
concluye que se cumplié a cabalidad, ya que el andlisis realizado y la estructuracion de la
Unidad Didactica resumida en un andlisis didactico, permitieron el reconocimiento de
estrategias puntuales que nos permiten llegar a esta conclusion.

Respecto a los objetivos especificos planteados se llega a las siguientes conclusiones:

El primero hace referencia a la caracterizacion de los Modos de Pensamiento para la
ensefianza y aprendizaje de la Funcién Lineal. Esta caracterizacion fue posible a través de
las diferentes intervenciones de aula —medicion inicial- y del andlisis a priori y a posteriori
tanto al cuestionario como a la entrevista, que permitieron poner en evidencia los transitos
y articuladores entre los Modos de pensar el objeto matematico. Como resultado
encontramos lo siguiente (Ver figura 24).
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y=mx+b

(r-y2) =m(x-x,)

Respecto al segundo objetivo que plantea el disefio de una Unidad Didactica (UD), que
propicie el transito entre los Modos de pensar en los procesos de ensefianza y aprendizaje
de la Funcién Lineal, construimos un documento fundamentado en la teoria Modos de
Pensamiento que se consolidé como el producto final de la investigacion. En esta UD se
integraron actividades que fueron validadas en las practicas de aula verificando su
efectividad.

Un tercer objetivo esta relacionado con la implementacion de actividades en el aula para
estudiantes del grado 9°, que propicien el transito entre los Modos de Pensamiento en la
practica de la Funcion Lineal. Al respecto se desarrollaron actividades que permitieron la
movilizacion de los Modos de pensar asi como los transitos y articuladores entre estos.
Dichas actividades fueron disefiadas a partir de situaciones en contexto y de una serie de
interrogantes que permitieron diversas interpretaciones del objeto matematico.
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Finalmente se planted contribuir con el mejoramiento de los componentes Numérico-
Variacional y Geométrico-Métrico en los resultados de las Pruebas Saber mediante la
implementacién de una Unidad Didactica. Si bien este objetivo es a mediano y largo plazo,
consideramos que el trabajo realizado impacto positivamente en los resultados obtenidos en
estas pruebas asi como en el indice Sintético de Calidad Educativa (ISCE), donde se
observa que la Basica Secundaria y la Educacion Media mejoran gradualmente el
desempefio mostrando progreso de un afio a otro.

6.4 DESDE LOS DOCENTES

La investigacion demostro que al abordar el concepto de Funcion Lineal, es pertinente que
el docente parta de situaciones en contexto involucrando crecimientos lineales; a su vez, el
trabajo en el aula debe estar acompafiado por diversas actividades que propicien el transito
entre las diferentes interpretaciones del objeto matematico.

A partir de la implementacion de la propuesta didactica que arroja esta investigacion hemos
comprobado que la teoria Modos de Pensamiento nos brinda una mirada desde diferentes
facetas que permite un pensamiento mas amplio y versatil, actuando como una herramienta
muy importante para los docentes en tanto que le brinda la posibilidad de presentarle al
estudiante un mismo objeto desde maultiples interpretaciones, fortaleciendo una verdadera
comprension del objeto matematico.

El uso de las nuevas tecnologias en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la Funcion
Lineal, especialmente el software de geometria dinamica Cabri, resultd exitoso en la
busqueda de la interpretacion estructural del objeto matematico, permitiendo tanto al
docente como al estudiante la visualizacion, manipulacién y construccion del objeto,
Ilevandolos a un conocimiento mas amplio y profundo de este.

6.5 DESDE LA APROPIACION DEL CONCEPTO

Hemos comprobado que el proceso de ensefianza y aprendizaje de la Funcion Lineal se vio
fortalecido, en tanto que los estudiantes pudieron interpretar desde diferentes Modos el
mismo objeto matematico, saliendo de la ensefianza tradicional donde s6lo se abordaba dos
tipos de interpretacion —Aritmética y Geométrica— dejando de lado las relaciones
existentes entre estas; de otra parte, se abre la posibilidad de tener una tercera interpretacion
que es la Estructural, permitiendo un andlisis mas profundo desde las propiedades y
axiomas del objeto, aspecto que fortalece notoriamente la investigacion llenando el vacio
de la misma al no haber sido considerada, dicha interpretacion, en el curriculo nacional.
Con este Modo de pensar se presentaron los transitos SG-FL-AE-FL al igual que AA-
FL-AE-FL, los cuales se dieron mediante los articuladores Condiciones de la Funcion
Lineal como Lugar Geométrico y el Plano Cartesiano junto con las condiciones de la
Funcion Lineal como Lugar Geométrico, respectivamente.
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El transito entre estas interpretaciones, aspecto fundamental de la teoria Modos de
Pensamiento, brindd la oportunidad de acercarse a la flexibilizacion en la forma de pensar
del estudiante, abriéndole otras opciones para acceder de manera significativa a un
concepto que es fundamental en el desarrollo del componente variacional en el curriculo
escolar.

6.6. DESDE LA UNIDAD DIDACTICA

El disefio e implementacion de la UD, permitio la movilizacion del aprendizaje de la
Funcion Lineal y el desarrollo del pensamiento Numérico—variacional y Geométrico—
Meétrico. La riqueza de la propuesta se evidencia en que no se limité a un listado de
actividades, sino que estuvo acompafiada de un sustento tedrico y de un andlisis didactico,
que la validan como una estrategia metodoldgica valiosa y adecuada para integrar en el
curriculo.

Una de las fortalezas de la propuesta estd enmarcada en la implementacion de la teoria
Modos de Pensamiento, la cual orienta y marca un camino claro de aplicacion, donde se
incluyeron situaciones contextualizadas que posibilitaron al estudiante interpretar el objeto
matematico de diversas maneras, logrando con ello una comprension profunda del
concepto.

Como valor agregado de la investigacion, la Unidad Didactica en mencion seré publicada a
la comunidad académica, brindando una herramienta de uso didactico en la ensefianza de la
matematica.

6.7. DESDE EL ESTADO ACTUAL DE LA PREGUNTA DE INVESTIGACION

Respecto a la pregunta de investigacion que referenciamos a continuacion: ¢Cuales son las
implicaciones en la ensefianza y aprendizaje de la Funcion Lineal en el grado 9°, al
implementar una unidad didactica fundamentada en la teoria Modos de Pensamiento
para el desarrollo de competencias Matematicas?, una vez concluida la aplicacion de la
Unidad Didéactica que registra dicha pregunta, encontramos que un aporte importante en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la Funcion Lineal, se evidencia en la definicion del
Modo Analitico Estructural (FL), basado en la interpretacion del objeto matematico como
lugar geométrico, a partir del uso de condiciones como Perpendicularidad de la recta con el
eje x, Perpendicularidad de la recta con el eje y, y Colinealidad, las cuales estuvieron
mediadas por el software Cabri, permitiendo que el estudiante avanzara en la comprension
del Modo AE-FL y su articulacion con los otros Modos, internandose en el reconocimiento
de estructuras mas complejas que llevan a una mejor comprension del objeto de estudio,
logrando una contribucidn significativa al curriculo nacional y a la comunidad académica
en general.
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ANEXO 1

CUESTIONARIO
LA FUNCION LINEAL DESDE LA TEORIA MODOS DE PENSAMIENTO

Estudiante:

Grado: Fecha:

1. A partir del grafico dado, determina la ecuacion de la recta. Justifica, en detalle, el
procedimiento que has realizado.

\ 1
A 1]

T T \ H
:

B
-

—4

2. Selecciona cuales de las siguientes ecuaciones corresponden a una Funcion Lineal, luego
construye una tabla de valores representando los datos de la misma en el plano cartesiano
generando la recta, verifica si las coordenadas obtenidas son perpendiculares a los ejes y
cumplen la propiedad de colinealidad. Explica cdmo llegaste a la respuesta.

a y+2x2=9 b.y—3x =4 C.y=4x+3

3. Encuentra la ecuacion de la recta que intercepta el eje "y" en el punto (0,3) el cual es
perpendicular a los ejes coordenados y tiene por pendiente 4. Justifica tu respuesta.

4. Dadas las coordenadas (1,—3)y (2,0),graficar y hallar otras coordenadas
perpendiculares y colineales que pertenezcan a la grafica que pasa por dichos puntos
(utilizar el software Cabri).

5. Dada la ecuacion y + x = —1, representarla graficamente y comprobar que dicha gréafica
cumple las propiedades de la Funcion Lineal como lugar geométrico. Explica el
procedimiento utilizado (utilizar el software Cabri).
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ANEXO 2

GUIA 1: Bitacora familiar
Docentes: Ana Luisa Mena Romafa y Freddy Henao Restrepo
Eje conceptual: Concepto de relacion

Obijetivo: abordar el concepto de relacion desde un contexto familiar en la formalizacion
del concepto de Funcion.

Uno de los ejemplos mas comunes en la que se encuentra el concepto de relacion esta en la
familia. En la siguiente descripcion se presenta una familia con las siguientes
caracteristicas: Andrea y Raul tuvieron 4 hijos cuyos nombres son Juan, Carlos, Gloria y
Jairo. Los tres primeros se casaron. La esposa de Juan es Maria y tuvieron tres hijos y una
hija: Mateo, Andrés, Julian y Veronica. Carlos se casé con Inés y tuvieron dos hijos y una
hija: Wilson, Peter y Claudia. Gloria se cas6 con Gabriel y tuvieron tres hijos: Sergio,
Jonathan, y Gerénimo.

Con base en la anterior situacion, resolver:

1. Construir un diagrama o arbol genealdgico que represente las relaciones entre los
integrantes de la familia.

2. Responder los siguientes interrogantes:

A. ¢ Quiénes son primos de Julian?

B. ¢Quiénes son los sobrinos de Carlos?

C. ¢Entre Maria y Carlos qué relacion hay?

D. ¢Qué relacion observas entre Sergio y Raul?
E. ;Quiénes son tios de Wilson?

F. ¢Cuantos nietos tienen Andrea y Raul?

G. ¢Entre Jonathan y Peter qué relacion hay?

Es posible establecer multiples relaciones entre los miembros de la familia. Por ejemplo,
en el siguiente diagrama sagital se muestra la relacion “ser padre de” que se escribe P=
{(x,y): “x” es padre de “y”}.
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& “Serpadre de”

» Juan
Raul - » Carlos
» Gloria
» Jairo
Juan "Mateo
»Andrés
» Julian
Carlos »Vverdnica
»Wilson
» Peter
*Claudia

Figura 1: Diagrama de la situacion “Bitacora familiar”. Roldan, 2013.

CONCEPTOS DE DOMINIO Y RANGO

De acuerdo con el ejemplo en la relacion “ser padre de”, al conjunto A pertenecen los que
son padres. El conjunto “A” hace las veces de conjunto de salida y se denomina dominio. El
conjunto B hace de conjunto de llegada, esta formado por los que son hijos y en este caso
se denomina rango “y” es igual al conjunto de llegada.

H. Determinar el dominio y rango de la relacion “ser tio de” denotada por T={(X, y) : X €S
tio de y}. Luego elaborar la representacion sagital de la relacion vinculando las parejas que
la cumplen entre los dos conjuntos.

I. Determine el dominio y rango de las parejas que cumplen la relacion “ser abuelo de”
denotada por N={(x, y) : X es abuelo de y}. Luego elaborar la representacién sagitalde la
relacion.

J. Representar por medio de un diagrama sagital las relaciones “ser esposo de” y “ser
esposa de”. Establecer algunas diferencias entre los diagramas sagitales encontrados en los
puntos H, I, y el diagrama elaborado en el punto J. ¢Qué conclusiones se pueden sacar?

K. ¢Qué otras relaciones se podrian establecer de tal manera que sus diagramas sagitales
tengan caracteristicas similares al del punto J?

L. Si sabemos que los diagramas de los puntos H e | representan el concepto de
RELACION, mientras que el diagrama del punto J corresponde al concepto de FUNCION,
escribe una definicion de lo que es una RELACION y lo que es una FUNCION.
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ANEXO 3

GUIA 2: “Siguiendo Patrones”

Docentes: Ana Luisa Mena Romafa y Freddy Henao Restrepo

Eje conceptual: La funcidn Lineal y sus representaciones

Obijetivo: Identificar regularidades en un conjunto de figuras y a partir de estas, determinar
la expresion general.

Una fabrica produce baldosas de forma rectangular. EIl arquitecto distribuye las baldosas
siguiendo la secuencia que se muestra:

1 rectanguio 2 reclangisos 3 rectangulos 4 rectanguios

Figura 1: Tomado del video “Funcion Lineal desde Patrones” recuperado el 24 de febrero
de 2017 de https://www.youtube.com/watch?v=eM8bQzNg_bo&t=329s

Con base en la anterior situacion, responder las siguientes preguntas:

1.

Si se sabe que la primera baldosa estd en la posicion 1, y en la posicién dos hay 2
baldosas; completa la secuencia hasta la posicion 6. Justificar.

Calcula el perimetro de las baldosas que forman la figura en cada posicion (posiciones
1,2,3,4,5y6).

Construye una tabla de valores que relacione el nimero de baldosas de cada posicion
con el perimetro de cada una.

Responda sin dibujar, si el perimetro es 40 unidades, ¢cuéantas baldosas necesitaria el
arquitecto?

¢Se podria distribuir el niamero de baldosas en cada posicion de manera diferente
manteniendo el perimetro?

En la relacion numero de Baldosas vs Perimetro se evidencia que una depende de la
otra. La que depende se denomina variable dependiente, la otra se conoce como
variable independiente. Explicar de acuerdo a la tabla construida anteriormente, ¢cual
es la variable dependiente y cuél la independiente?
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7. Representa por medido de un diagrama sagital las relaciones establecidas en la tabla de
valores, luego ubica cada coordenada en el plano cartesiano uniendo los puntos
resultantes.

8. A partir de la gréfica obtenida en el plano, responde las siguientes preguntas:

¢ Qué otro punto se puede ubicar sobre la recta generada?

¢Es posible determinar el nimero exacto de puntos que se pueden ubicar? Explicar.

(,Como es la inclinacion de la recta con respecto al eje “x”?

¢En qué coordenada toca la recta el eje “y”?

Si se le pide ubicar en el plano cartesiano la coordenada (10, 30), ¢qué significado

tiene el 10 y el 30 en la situacion de las baldosas?

moow»

Encontrando la expresion general

9. ¢Qué regularidades encuentras respecto a los lados de las figuras en las secuencias?
Figura 1:

Figura 2:

Figura 3:

Figura 4:

Figura n:

10. (Cudl es la formula o expresion general que corresponde al perimetro en cualquier
posicion? Compruébala con el perimetro de las figuras 2 y 5.
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ANEXO 4

GUIA 3: “Una mirada estructural de la Funcién Lineal mediada por el software
Cabri”

Docentes: Ana Luisa Mena Romafa y Freddy Henao Restrepo
Eje conceptual: La Funcion Lineal desde su estructura

Obijetivo: comprender la Funcion Lineal como lugar geométrico desde la representacion
estructural.

MOMENTO 1: Conducta de entrada

1. Consultar cuales son las funciones de Cabri.

2. Buscar veinte herramientas de Cabri Geometry Il plus y decir cual es la funcion de

cada una.

3. Buscar un video tutorial de Cabri Geometry Il plus, observarlo y hacer un resumen de

su contenido.

4. Ingresar al programa Cabri y aplicar las herramientas consultadas en el punto 2.

MOMENTO 2: Gréfica y expresion analitica de la Funcidn Lineal

1. Ubicar en el plano cartesiano los puntos representados por las siguientes coordenadas

(12) y (2,3).
2. Trazar la linea recta que pasa por los dos puntos ubicados.

3. Hallar, con ayuda de Cabri, la expresion que representa dicha recta, luego realizar el
procedimiento matematico que permita comprobar que la expresion ya encontrada es la

correcta.
MOMENTO 3: Construccion de la recta como lugar geométrico
1. Insertar los ejes
Ubicar un punto sobre el eje x y hallar su coordenada.
Trazar una perpendicular al eje x que pase por el punto encontrado.
Escribir la expresion obtenida en el momento 2.

Aplicar el valor de “x” en la expresion del punto 4.

o o &~ w N

Transferir sobre el eje y el resultado obtenido en el punto 5.

7. Trazar una perpendicular al eje y que pase por el punto transferido.
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8. Aplicar Lugar geométrico dando click al punto de interseccion entre las dos
perpendiculares y el punto inicial colocado en el eje y.

9. Hallar la ecuacion que representa la recta construida.
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ANEXO 5

MAESTRIA EN EDUCACION
ENFASIS EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS @

TRABAJO DE INVESTIGACION
ENTREVISTA

SITUACION:

Una fabrica produce baldosas de forma
rectangular. El arquitecto distribuye las
baldosas siguiendo la secuencia que se

1 rectanguio 2 rectangisos 3 rectangulos 4 rectanguios

Figura 1: https://www.youtube.com/watch?v=eM8bQzNg_bo&t=329s,

Recuperado el 24 de febrero de 2017

Fundamentados en la anterior situacién, responde y resuelve las siguientes preguntas,
justificar tus procedimientos escribiendo en detalle lo realizado:

1. Si se sabe que la primera baldosa estd en la posicion 1, y en la posicion dos hay 2
baldosas; completa la secuencia hasta la posicion 6, luego calcula el perimetro de las
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baldosas que forman la figura en cada posicién (posiciones 1, 2, 3, 4, 5y 6) y construye una
tabla de valores con la relacion “numero de baldosas” vs “perimetro”

2. Utilizando los elementos encontrados, explica como podrias realizar una representacion
gréfica de los datos, y determina, si es posible, el nimero exacto de puntos que conforman
la recta. Justifica en detalle los procedimientos.

3. Encuentra una expresion analitica que represente la recta generada en el punto anterior,
represéntala como un lugar geométrico a partir de sus propiedades, ademas explica las
estrategias a utilizar en dicha construccion. Justifica los procesos utilizados.
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ANEXO 6
UNIDAD DIDACTICA

Funcionando con Funciones

Autores Ana Luisa Mena Romana
Freddy Henao Restrepo
Nombre de la Institucion Educativa Monsefor Francisco Cristobal Toro
Area Matematicas
Ciudad y pais Medellin, Colombia
Grado Noveno
Objeto Matematico Funcion Lineal

Resumen de la Unidad DidAactica

En la presente UD se encuentra una propuesta dirigida a fortalecer el proceso de ensefianza
y aprendizaje del objeto mateméatico en mencion, abordandolo desde sus diferentes
representaciones —grafica, algebraica, tabular, lenguaje natural- enfocado desde la teoria de
Modos de Pensamiento.

Se desarrollan diferentes actividades que permiten comparar el crecimiento lineal o
aritmético con otros modos de crecimiento, el paso de una tabla o gréfica a la expresion
algebraica de una funcidn, graficacion de funciones lineales analizando expresiones de la
forma f(x) =mx y f(x) = mx + b, situaciones en contexto que implican el uso de
funciones lineales en las que el estudiante pueda darse cuenta de su utilidad en el mundo
real.

Temas
e Plano Cartesiano.
e Concepto de funcion y relacion.
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Linea recta.
Interpretaciones de la Funcion Lineal.
Elementos y propiedades de la Funcion Lineal.

Estandares

Modelo situaciones de variacion con funciones polindmicas.

Uso procesos inductivos y lenguaje algebraico para formular y poner a prueba
conjeturas.

Identifico la relacién entre los cambios en los pardmetros de la representacion
algebraica de una familia de funciones y los cambios en las gréaficas que las representan.

Derechos Basicos de Aprendizaje (DBA)

Comprende sin un lenguaje formal la nocion de funcion como una regla f, que a cada
valor x, le asigna un unico valor f(x) y reconoce que su grafica estd conformada por
todos los puntos (x, f(x)).

Comprende que una funcién sirve para modelar relaciones de dependencia entre dos
magnitudes.

Reconoce que la grafica de y = mx + b es una linea recta.

Usa su conocimiento sobre funciones lineales f(x) =mx+ b para plantear y
solucionar problemas

Conoce las propiedades y las representaciones graficas de las familias de funciones
lineales f(x) = mx + b al igual que los cambios que los parametros m y b producen en
la forma de sus gréficas.

Describe caracteristicas de la relacion entre dos variables a partir de una gréafica.

Objetivos de aprendizaje

Modelar situaciones en contexto fundamentadas en la teoria Modos de Pensamiento,
que propicien el transito entre los diferentes modos de pensar.

Fortalecer los elementos articuladores que permiten interpretar y representar la Funcion
Lineal desde diferentes modos de pensar.

Contribuir al mejoramiento de los componentes Numérico-Variacional y Geometrico-
Meétrico en los resultados de las PRUEBAS SABER a corto y mediano plazo.

Contexto social

La poblacion estudiantil esta en un rango de edades entre los 14 y 17 afios. En general
muestran respeto hacia los docentes propiciando un ambiente escolar arménico y un

espacio agradable, hecho que permite un desarrollo adecuado de las actividades
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académicas; ademas favorece notoriamente el cumplimiento de los objetivos trazados en
cada una de estas.

Es importante resaltar que no todos los estudiantes presentan desempefio académico
avanzado, sin embargo, se evidencia buena disposicion para desarrollar las diferentes
propuestas didacticas en torno al aprendizaje de la matematica. Lo anterior favorece los
procesos cognitivos al interior del aula proyectando una mejor cualificacion académica de
la poblacion.

El Modelo Pedagdgico es Humanista e Incluyente, por ello la inclusién es un elemento
esencial dentro de la filosofia institucional, favoreciendo la atencion de estudiantes con
Necesidades Educativas Especiales (N.E.E.), comunidad LGTBI, afro descendientes y
diferentes credos, los cuales se integran a la comunidad educativa sin inconveniente. El
acompariamiento tanto de psicologia como de la maestra de apoyo, permite realizar las
adecuaciones curriculares necesarias en el desarrollo del proceso formativo.

Prerrequisitos

e Los nimeros Reales.

e Reconocimiento del plano cartesiano.

e Ubicacion de los nimeros Reales en la recta numérica.

e Ubicacion de parejas ordenadas en el plano cartesiano.

e Operaciones y propiedades en el conjunto de los nimeros Reales.

e Interpretacion de un enunciado matematico en lenguaje natural y lenguaje algebraico.
e Concepto de proporcionalidad.

Lugar

e Aulade clase
e Aula de sistemas

Tiempo
2 meses

Fundamento teérico de la Unidad Didéactica

El referente tedrico de la Didactica de la Matemética empleado para fundamentar la Unidad
Didactica son los Modos de Pensamiento propuestos por Sierpinska (2000), porgque provee
de elementos tedricos para describir la forma en que los estudiantes comprenden los objetos
matematicos, en este caso la Funcién Lineal. Ademas, estos Modos de pensar permiten

153



describir e interpretar los enfoques (Aritmético, Geométrico y Estructural) que priorizan los
estudiantes al momento de desarrollar distintas tareas y cuéles son las conexiones que
logran establecer entre ellos.

Anna Sierpinska identifica tres Modos de Pensamiento que implican maneras de analisis
diferentes, clasificandolos de la siguiente forma: el Sintético-Geomeétrico (SG) que se
relaciona con el pensamiento practico y los Analitico-Aritmético (AA) y Analitico—
Estructural (AE), que se relacionan con el pensamiento teorico (Sierpinska, 2000, citada en
Parraguez, 2012).

El Modo Sintético-Geométrico (SG) permite que los objetos matematicos se puedan
analizar desde una representacion geométrica, una figura, un conjunto de puntos, etc.,
resaltando como aspecto fundamental la visualizacion (Parraguez, 2012). Este modo de
pensamiento va de la mano con el modelo cognitivo de razonamiento geométrico, donde se
plantea que los procesos de razonamiento son posibles gracias a la interaccion de tres
procesos: visualizacion, construccion y razonamiento (Duval, 2004).

El Modo Analitico-Aritmético (AA) presenta la posibilidad de pensar los objetos
matematicos por medio de “relaciones numéricas”, donde, el plano cartesiano ya se ve
como puntos formados por parejas ordenadas de nameros reales y las rectas son vistas
desde las ecuaciones (Parraguez, 2012). Este modo plantea la posibilidad de interpretar el
objeto desde otro punto de vista, lo que implica poner en consideracion elementos que no
estan presentes en el modo SG por considerar otras relaciones que no son de tipo espacial.

El Modo Analitico-Estructural (AE) apunta a la interpretacién por medio de propiedades y
axiomas en los sistemas matematicos que contienen los objetos (Cifuentes, 2011), lo que
llevaria a plantear que es un modo de pensar mas avanzado donde se exigen otras
relaciones, buscando generalizar elementos que ya se habian considerado en los modos SG
y AA.

El marco tedrico en mencién fue una estrategia didactica, que permitié abordar la
problematica identificada en torno al proceso de ensefianza y aprendizaje de la Funcion
Lineal, ello se ve reflejado en la Unidad Didactica, en donde se plantean actividades de
construccién y aplicacion del objeto matematico, buscando hacer un recorrido por los tres
modos de pensamiento, que el estudiante tenga suficientes elementos para llegar a la
comprension del concepto, haciendo énfasis en el uso de las tic como herramienta
integradora en el desarrollo del proceso matematico.

Secuencia de Aprendizaje

Tabla 1: Actividades Unidad Didactica

# ACTIVIDADES TIEMPO ESTIMADO

1 Indagacion de conocimientos previos (prueba 2 horas
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diagnostica)
2 “Bitacora Familiar” 3 horas
3 “Agua con sabor a...” 4 horas
4 Llenado de Tanques 2 horas
5 “Los Resortes” 3 horas
6 “La Ruleta Panordmica” 3 horas

PROPUESTA DIDACTICA

Actividad 1: Indagacion de conocimientos previos

Objetivo: Identificar los conocimientos que traen los estudiantes en torno a la problematica
de estudio.

Descripcion: se aplica una prueba diagnostica virtual que contiene diferentes elementos
conceptuales relacionados con el objeto de estudio, los cuales hacen parte de los conceptos
previos (Henao y Mena, 2018).

Actividad 2: Bitacora Familiar

Objetivo: abordar el concepto de relacion desde un contexto familiar en la formalizacion
del concepto de Funcion.

Descripcion: se plantea a los estudiantes la siguiente situacion:

La familia Pérez estd conformada por: dos abuelos, dos abuelas, 2 primas, un primo, 3
hijos, 3 hijas, 4 padres, 3 madres, un yerno, una nuera, 2 suegros, 2 suegras, 2 tios, una tia,
2 hermanas, dos hermanos, 2 sobrinas, un sobrino, 2 nietas y un nieto..

A partir de la situacion proponen las siguientes actividades.
A. Realiza una representacion gréafica del arbol genealdgico de la familia Pérez
B. Escribe las relaciones de la familia “ser hijo de...” ;quiénes la cumplen?.

C. Pedro, que no es de la familia afirma que la familia Pérez es muy numerosa pues suman
el doble de una veintena. Es esta afirmacion verdadera, y de no ser asi ¢Cuantos son los
integrantes de la familia?

D. Construye tu propio arbol genealdgico hasta la tercera generacién y determina las
relaciones que cumples en tu familia.

2

E. Determine el dominio y rango de las parejas que cumplen la relacion “ser abuelo de
denotada por N={(x, y): x es abuelo de y}. Luego elaborar la representacion sagital de
la relacion.

F. Representar por medio de un diagrama sagital las relaciones “ser esposo de” y “ser
esposa de”’.

G. Si sabemos que el diagramas del punto E representan el concepto de RELACION,
mientras que el diagrama del punto F corresponde al concepto de FUNCION, escribe
una definicion de lo que es una RELACION vy lo que es una FUNCION.
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Actividad 3: “Agua con sabor a...”

Objetivo: Aplicar el concepto de proporcionalidad en la solucién de diferentes situaciones.

Descripcion: Se plantea a los estudiantes el siguiente enunciado: “en la escuela de Juan
estan preparando jugos de distintos sabores para una fiesta. Para la naranjada se requiere el
jugo de 20 naranjas, 10 tazas de agua y 2 tazas de azUcar. Con esta formula se obtienen 30
vasos de naranjada” (Posada y Villa, 2006). Con estos datos se debe:

e Completar la informacién requerida en torno a la cantidad de ingredientes necesarios
para preparar ciertos vasos de jugo, asi como la cantidad de jugo que puede surgir a
partir de ciertos ingredientes.

Vasos de Cantidad de Tazas de azlcar Tazas de agua
naranjada Naranjas

4

25
30
40
Figura 1: Propuesta didactica de aproximacion al concepto de funcién lineal desde una
perspectiva variacional (Posada y Villa, 2006).

A. Representar la informacion de manera grafica relacionando las siguientes variables:
vasos de naranjada y cantidad de naranjas.

B. ¢(A partir de los datos de la tabla qué otras variables se pueden relacionar?
Representarlas graficamente.

C. Utilizando el grafico encuentra otras coordenadas que cumplan las propiedades de
perpendicularidad con respecto a los ejes cartesianos y que ademas sean colineales.

D. Determinar la constante de proporcionalidad (Pendiente de la linea recta) entre las
relaciones establecidas.

E. Encontrar una expresion analitica que represente cada una de las graficas elaboradas.

Actividad 4: Llenado de Tanques

Objetivo: Analizar los argumentos que presentan los estudiantes cuando llevan al plano
cartesiano una situacion en contexto.

Descripcion: se presentan varios envases de distintas formas, pero de igual capacidad, se
vierte lentamente la misma capacidad de liquido hasta llenarlos y se muestran cuatro tipos
de graficas distintas, se lleva a que el estudiante relacione graficamente la forma de llenado
de cada envase e interprete el tipo de movimiento que ocurre, ademas el reconocimiento de
la representacion grafica de cada llenado.
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ADOY

Grafica 1 Grdfica 2 Grdfica 3 Grdfica 4

Figura 2: Dificultades que presentan los estudiantes de tercer grado de educacion secundaria al
trabajar con los diferentes registros de representacion de la funcién lineal. Guzman, R. (2006)

e ;Cual crees que corresponderia a cada gréafica?

e Explica con tus palabras lo que aprecias y porqué lo relacionas de esa manera
e ;Alguna de éstas graficas representa una Funcién Lineal, por qué?

Actividad 5: La Ruleta Panorédmica

Objetivo: Fortalecer los elementos conceptuales de la funcién lineal a través de
escenarios simulados en contextos cotidianos y a partir de ellos potencializar las
interpretaciones aritméticas, geométricas y estructurales de la Funcién Lineal.
Descripcion:

El director de mantenimiento de un parque de atracciones mecanicas al supervisar el
funcionamiento de la ruleta panoramica que mantiene el ritmo todo el tiempo, verificé la
velocidad de la misma varias veces; él tomd datos del tiempo que tarda en dar un namero
de vueltas o giros en cada una de esas ocasiones. Al tratar de organizar la informacién en
una tabla se percaté que muchos de los datos estaban incompletos pues registrd en unos
casos el tiempo pero olvidé el nimero de giros o viceversa.
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12 20 36 52
Tiempo
en
Minutos
NUmero 3 7 14 ...20
de giros

Figura 3: Adaptacion de Roldan, 2013.

1. Completa la tabla anterior y responde las siguientes preguntas? Explica el procedimiento
utilizado en cada caso:
A. ¢En 32 minutos cuantos giros da la ruleta?

B. Explica el razonamiento que empleaste para determinar el tiempo que dura al dar 20
giros.

2. ¢Seréa posible encontrar una formula o ecuacién que relacione el tiempo con los giros?, es
decir, que permita calcular el nimero de giros para cualquier tiempo empleado. Si tu
respuesta es afirmativa encuéntrala.

3. Represente la informacion de la tabla en un plano cartesiano, genera la grafica y describe
las propiedades que se cumplen en la misma.

A. ¢Qué disposicion tienen los puntos obtenidos? ;Se podrian determinar mas puntos?
¢ Cuantos?

B. ¢Qué informacion brinda cada uno de esos puntos?

C. ¢(Cuantos giros exactamente da la rueda en 22 minutos? ¢ Coincide esta informacion con
la grafica?
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4. ¢Podrias representar los datos obtenidos en Cabri como un lugar geométrico? ¢Coémo lo
harias?

Actividad 6: “Los Resortes”

Objetivo: Analizar el comportamiento de una variable en funcion de otra, a través de
situaciones reales.

Descripcion: De un resorte se cuelgan diferentes objetos y se registran sus pesos en una
tabla con el alargamiento que produce cada peso los cuales son directamente
proporcionales. Se solicita a los estudiantes representar la informacion de diferentes
formas (tablas, gréficas, expresion analitica) propiciando un primer acercamiento a la
construccion del concepto de funcion y funcion lineal.

 — — —— Peso Alargamiento

(gramos) (cm.)
10 2

15

Figura 4: Representacion de la situacion sobre los resortes (Guzman, 2006, p. 67).

Con base en la figura 4 responde:

A. Completa la tabla y halla otras parejas que relaciones las variables peso Vs
alargamiento.

B. Encuentra la constante de proporcionalidad (pendiente de la recta).

C. Graficar en el plano cartesiano los datos obtenidos

D. Utilizando el software Cabri, hallar la representacion grafica como un lugar geométrico
y halla la expresion analitica.

Recursos:

e Video Beam.

e Computadores con conexion a internet.
e Plataforma Educativa Thatquiz.

e Software Cabri.

e Aulade clase.

e Aula de sistemas.

e Fotocopias
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ANEXO 7
EVIDENCIAS APLICACION DEL CUESTIONARIO
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cumple las propiedades *1 %239 339

como |ugar geometrico,ya
que es:

1.Colineal

2. Perpendicular al eje x.
3 Perpendicular al eje y
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. . ugar .
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la grafica cumple las tres
propiedades de la recta
como lugar geometrico que
son las siguientes:
perpendicular al eje "x"
perpendicular al eje "y"y
los dos puntos son
colineales
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Construccion en Cabri

la grafica cumple las tres
propiedades de la recta
como lugar geometrico que
son las siguientes:
perpendicular al eje "x"
perpendicular al eje "y"y
los dos puntos son
colineales
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Construcciéon en Cabri

Punto 4. Lo primero que hice fue
3 / mostrar os €jes, y a partir de esto,
[, / (poniend__o su valor y signo).
Luego, dibuje las
! perpendicutares,yaqueasiseme——
-3 -2 Hi s es -
1 hace mas facil encontrar los puntos
de la recta que iba a trazar.
) ASI, trace 1a recta basandome en
uno-de-los-puntos-de la-misma.y
-3 mientras la extendia,encontre e
! lotro punto,y ademas las
] coordenadas que iban en la misma
recta diferentes a las iniciales, y
-6 aguellas que eran perpendiculares.
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Construcciéon en Cabri

___4) hice |a greafica, luego
fhice las perpendiculasres y
___ipuse las dos coordenadas
idadas, trase una recta por
estos dos puntos y por
idonde pasaba la rescta y
habia una interseccion que
‘pertenecia a la recta, hay
ubigue el otro punto
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L

. Para hallar este resultado |
dibuje rectas perpenticulares
para poder ver lodo las
internsecciones y dibuje puntos ,00; 6,00)
por las intersecciones que
tocaba la recta
1
1

-3,00)
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ANEXO 8
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ANEXO 9
REGISTRO APOSTERIORI DEL CASO 1

Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
! Pensar la
Z - Funcion
a o i
c 2 Lineal
E O
5(: SG | AA | AE AA-FL>SG-FL SG—FL—AA —FL AA-FL—>AE-FL SG-FL—>AE-FL Candidato para
- s — — —y entrevista
El (Pl) X Ath 1¢orrdenadas
Cartesianas
El (P2) X Ath ZDominio Ath 6 Plano Ath spropiedudes Forma Coordenadas.
y rango Cartesiano y lugar
ERopiedades geométrico
lug,ar.
Ath 7coordenadas G
Cartesianas
E1l (P3) X Se queda en al AA,
utiliza los elementos
matematicos de la FL
(intercepto en “y” y
pendiente).
El (P4) X Ath 7Coordenadas
Cartesianas




El (P5) X Ath 2pominio Ath 6  piano
yrango Cartesiano y
propiedades
lugar
geométrico
Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
w Pensar la .
z R Candldatp para
o o
G 2 Lineal entrevista
= ]
<
- SG | AA | AE AA-FL->SG-FL SG-FL-AA -FL AA-FL-AE-FL SG-FL-AE-FL
E3 (Pl) X Ath 1¢orrdenadas
Cartesianas
E3 (PZ) X Ath 2pominio
yrango
E3 (P3) X No hubo articulacion
E3 (P4) X Ath 7¢oordenadas
Cartesianas
E3 (PS) X Ath 6  piano
Cartesiano y
propiedades
lugar
geométrico
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Modos de

Tréansitos entre los Modos de Pensar la Funcién Lineal (FL)

Observaciones

0 Pensar la
% _ Funcién
e 9 Lineal
O
O <
= ()
% SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL-AE-FL Candidato para
entrevistar
E9 (P1) X Errores aritméticos.
Eg (PZ) X Ath 2pominio
yrango
E9 (P3) X e Obtener méas
Ath 7coordenadas - 4
Cartesianas InfOI’maCIon del pUntO
3.
E9 (P4) X Ath 7 coordenadas
Cartesianas
E9 (P5) X Frra— Indagar por lo
Cartesiano y estructural.
propiedades
lugar
geométrico
Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
" Pensar la
= Funcion
5 o Lineal
o 2
E )
< SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL-AE-FL Candidato para

entrevistar
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Ell (Pl) X Ath ]-Corrdenadas
Cartesianas
E1l (P2) X FT—
s

E1l (P3) X No transito
E1l (P4) X 6 o

Cartesiano y

propiedades

lugar

geométrico
E1l (P5) X R ¢Por qué no grafico?

Car?egir:;:my

propiedades

lugar
geométrico
Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
Pensar la
L .,
E Funcion
g 5 Lineal
o 2
E (@]
g SG | AA | AE AA-FL->SG-FL SG-FL-AA -FL AA-FL->AE-FL SG-FL-AE-FL Candidato para
entrevistar
E13 (Pl) X Ath 1corrdenadas
Cartesianas

E13 (P2) X ¢Hay claridad en lo

_—

Ath 2pominio
yrango

estructural? ;Como
comprueba la
colinealidad?
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E13 (P3) X No transito
_—
E13 (P4) X Ath 7coordenadas Ath 6 Plano
Cartesianas Cartesiano y
propiedades
lugar
geométrico
E13 (P5) X Ath 2pominio Ath 6  piano
yrango Cartesiano y
propiedades
lugar
geométrico
Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
lu Pensar la
Z - Funcién
% 2 Lineal
O <«
= o
X
o SG | AA | AE AA-FL—SG-FL SG-FL—AA —FL AA-FL-AE-FL SG-FL—>AE-FL
E16 (Pl) X Ath 1C0rrdenadas
Cartesianas
E16 (P2) X
E16 (P3) X
E16 (P4) X Ath 7Coordenadas
Cartesianas
E16 (P5) No responde
-z Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
o= Funcion
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Lineal

SG | AA | AE AA_FL—-SG-FL SG-FL—AA —FL AA-FL—>AE-FL SG-FL—>AE-FL Candidato para
entrevistar
Elg (Pl) X Ath 7C001'denadas Ath 1corrdenadas
Cartesianas Cartesianas
E19 (P2) X VT m—
Y Ath sPropiedades
luqar.
Ath 7coordenadas geometrico
Cartesianas

E19 (P3) X

E19 (P4) X T ¢ Qué criterio uso al
perpend. y utilizar las
Colinealidad )

perpendiculares para
ubicar las coordenadas?
E19 (P5) En blanco
Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones

L Pensar la

Z o Fu_ncmn

S Lineal

O <«

= o

g

a SG | AA | AE AA-FL—-SG-FL SG-FL—AA —FL AA-FL—>AE-FL SG-FL—>AE-FL
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E21 (P1) No responde
E21 (P2) X No transito
E21 (P3) X No transito
E21 (P4) No responde
E21 (P5) No responde
Modos de Trénsitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones

E Pensar la
Z - Funcion
G 2 Lineal
E o
E SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL>AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—-AE-FL

E23(P1) | X Y — Errores aritméticos.

Cartesianas

E23 (P2) No responde
E23 (P3) X

E23 (P4) X Ath 7coordenadas

Cartesianas
E23 (P5) No responde
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Modos de

Tréansitos entre los Modos de Pensar la Funcién Lineal (FL)

Observaciones

= Pensar la
Z < Funcion
S 2 Lineal
Q <
= O
<
a SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL>AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—AE-FL
E24 (P1) | X
E24 (P2) X Ath 2pominio
yrango
E24 (P3) X
E24 (P4) No responde
E24 (P5) No responde
Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
L Pensar la
= Funcién
e 9 Lineal
S ¢
E O
= SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—AE-FL
E25(P1) | X Errores aritméticos.
E25 (P2) X Ath 2pominio
yrango
E25 (P3) X No responde
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E25 (P4) X No responde

E125 (P5) No responde
Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones

u Pensar la

z Funcion

a 9 Lineal

O <

E © SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL | SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—>AE-FL

o

E26 (P1) | X Errores aritméticos

E26 (P2) X Errores aritméticos

E26 (P3) X No transito

E26 (P4) No responde

E26 (P5) No responde

" Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones

= Pensar la

g 5 Funcién

o 2 Lineal

E (@)

< SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL | SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—->AE-FL

E27 (P1) | X Errores aritméticos
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E27 (P2)

No responde

E27 (P3) No transito
E27 (P4) No responde
E27 (P5) No responde
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ANEXO 10

REGISTRO APOSTERIORI DEL CASO 2

Modos de Trénsitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
Pensar la
Funcion
E Lineal
2 «
8 2 SG | AA | AE AA-FL-SG-FL SG-FL—AA —FL AA-FL>AE-FL SG-FL—>AE-FL
S
[
<
o
E2 (Pl) X Ath 1corrdenadas
Cartesianas
E2 (P2) X No responde
E2 (P3) X Ath 1corrdenadas
Cartesianas
E2 (P4) X A6 piams
Cartesiano y
propiedades
lugar
geométrico
E2 (P5) No responde
Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcién Lineal (FL) Observaciones
- Pensar la
Z Funcion
5 o Lineal
|_
= g SG | AA | AE AA-FL->SG-FL SG—FL—AA —FL AA-FL>AE-FL SG-FL—>AE—FL
o




E4 (P1) X A Lcorr denadas
Cartesianas
E4 (P2) X Ath 2pominio
yrango
E4 (P3) X Ath 2pominio
yrango
E4 (P4) X Ath 7 ¢oordenadas
Cartesianas
E4 (P5) No Responde
Modos de Tréansitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
% a Funcion
o2 Lineal
E (®)
E SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL—-AA —FL AA-FL—AE-FL SG-FL—AE-FL
ES (P1) X Ath Lorrdonadas
Cartesianas
ES5 (P2) X Errores aritméticos.
E5 (P3) No responde
E5 (P4) No responde
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ES5 (P5)

No responde

Modos de Trénsitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
L Pensar la
2~ Fu_nC|on
9 Lineal
S
= O
x SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL—>AA —FL AA-FL—AE-FL SG-FL—>AE-FL Candidato para
& entrevista
E6 (Pl) X Ath 1corrdenadas
Cartesianas
E6 (PZ) X Ath 1corrdenadas Ath 2pominio
Cartesianas yrango
E6 (P3) No responde
E6 (P4) X A6 piams
Cartesiano y
propiedades
lugar
geométrico
E6 (P5) No responde
" Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
g o Fu_nC|on
0Z Lineal
E (@)
< SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL—AA —FL AA-FL—AE-FL SG-FL—-AE-FL
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E7 (P1) X Errores aritméticos.
E7 (P2) X Errores aritméticos.
E7 (P3) X No transito
E7 (P4) X Ath 7 coordenadas
Cartesianas
E7 (P5) No responde
" Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcién Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
é o Funcion
o 2 Lineal
E O
< SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—>AE-FL
E8 (P1) X Errores aritméticos.
E8 (PZ) X Ath 2pominio
yrango
E8 (P3) X No transito.
E8 (P4) No responde.
E8 (P5) No responde.
< Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcién Lineal (FL) Observaciones
Sw| Pensarla
EE Funcion
o .
< Lineal
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SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL>AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—>AE-FL
E10 (P1) X Tiene claridad que
sobre la recta hay
Ath 1¢orrdenadas infinitos puntos al coger
Cartesianas
dos coordenadas del
plano diferentes a las
indicadas (puntos
negros) en el plano.
E10 (P2) X T
yrango
E10 (P3) X Encuentra la ecuacion
solicitada pero no
evidencia ningdn
transito.
E10 (P4) No responde
E10 (P5) No responde
L Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcién Lineal (FL) Observaciones
E Pensar la
5o Fu'nC|on
0Z Lineal
EO
< SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL-AE-FL Candidato a entrevista
E12 (Pl) X Ath 1¢orrdenadas
Cartesianas
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SG | AA | AE

AA-FL-SG-FL

SG-FL->AA -FL

E12 (P2) X T
yrango
E12 (P3) X Plantea la ecuacion,
pero no transita.
_—
E12 (P4) X Ath 1¢orrdenadas Ath6  piano
Cartesianas Cartesiano y
propiedades
lugar
geométrico
_— _—
E12 (P5) X Ath 2pominio Ath6  piano
yrango Cartesiano y
propiedades
lugar
geométrico
" Modos de Tréansitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
5 5 Funcion
o £ Lineal
= O
o
<
[a

AA-FL-AE-FL

SG-FL->AE-FL

E14 (P1) X Errores aritméticos
E14 (P2) X Elige las opciones
correctas pero no
evidencia ningun
transito.
E14 (P3) X Halla la ecuacion pero

no evidencia ningun
transito.
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E14 (P4)

No responde

E14 (P5) No responde
~ Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
% Pensar la
) Funcién
= Lineal
Z
% SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL—>AA —FL AA-FL—AE-FL SG-FL-AE-FL Candidato a entrevista
=
©
<
o
E15 (Pl) X Ath 1corrdenadas
Cartesianas
E15 (PZ) X Ath 2pominio
yrango
E15 (P3) X Plantea la ecuacion
pero no transita.
E15 (P4) X | X Y — B0 T s, —— ¢Como construy6 la
Cartesianas Cartesiano y Ztgar graflca en Cabr|7
Eropledades geométrico
lugar
geométrico
—
E15 (P5) X Ath 2pominio Ath 6  piano Ath 8¢oordenadas - ccuales el IOS
yrango Cartesiano y perpend. y criterios para trazar la
propiedades Colinealidad o o
lugar perpendicularidad?
geométrico AE—FL%SG—Q
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Modos de

Tréansitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL)

Observaciones

L
= Pensar la
g o Fu_ncmn
02 Lineal
E O
< SG | AA | AE AA-FL-SG-FL SG-FL—AA —FL AA-FL—>AE-FL SG-FL—>AE-FL
E17 (Pl) X Ath 1corrdenadas
Cartesianas
E17 (P2) X Ath 2pominio Ath 5 .
y rango Pro;};;til:des
geométrico
E17 (P3) X No responde
E17 (P4) X T T
Cartesiano y
propiedades
lugar
geométrico
E17 (P5) No responde
L Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcién Lineal (FL) Observaciones
E Pensar la
g o Fu_nmon
o2 Lineal
E O
< SG | AA | AE AA-FL—>SG-FL SG-FL—AA —-FL AA-FL-AE-FL SG-FL—AE-FL Candidato a entrevista




E18 (Pl) X Ate 9 punto de corte
eneje"y",
,desplazil:l"ienm
E18 (P2) X Ath 2pominio
yrango
E18 (P3) X Plantea la ecuacion
pero no transita.
E18 (P4) X X AR T coordenadas
Cartesianas
E18(P5) En blanco
Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcién Lineal (FL) Observaciones

S Pensar la

é o Funcién

Q2 Lineal

= ©

= SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL>AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—-AE-FL
E20 (P1) X Errores aritméticos.
E20 (P2) X Errores al graficar.
E20 (P3) X Errores aritméticos al

hallar la ecuacion.

E20 (P4) X No transitd
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E20 (P5) No responde

" Modos de Trénsitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
g o Funcién
0Z Lineal
E O
< SG | AA| AE| AA-FL-SG-FL SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—->AE-FL
E22 (P1) No responde
E22 (P2) No responde
E22 (P3) X Errores aritméticos al
hallar la ecuacion.
E22 (P4) X Presenta errores
aritméticos.
E22 (P5) No responde
" Modos de Tréansitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
= Pensar la
g o Funcién
02 Lineal
E (@)
< SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—->AE-FL
E28 (P1) X Errores aritméticos
E28 (P2) X Errores aritméticos
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E28 (P3)

No responde

E28 (P4) No responde
E28(P5) No responde

L Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones

= Pensar la

g o Funcién

0Z Lineal

E O

< SG | AA| AE | AA-FL-SG-FL SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—>AE-FL
E29 (P1) No responde
E29 (P2) X Elige la opcidn correcta

pero no transita

E29 (P3) No responde
E29 (P4) No responde
E29 (P5) No responde

" Modos de Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones

= Pensar la

g o Funcién

02 Lineal

E (®)

< SG | AA | AE | AA-FL-SG-FL SG-FL-AA-FL | AA-FL-AE-FL SG-FL—>AE-FL

E30 (P1)

No responde
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E30 (P2)

No responde

E30 (P3) No responde
E30 (P4) No responde
E30 (P5) No responde
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ANEXO 11

REGISTRO APOSTERIORI DEL CASO 3

Tréansitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL)

Observaciones

L
|_
% 8 AA-FL->SG-FL | SG-FL-»AA-FL | AE-FL-SG-FL | SG-FL-AE-FL | AE-FL-AA-FL | AA-FL->AE-FL
c 2
F O
04
<
o
En,| P, - - El estudiante no realiza
s A" propiedades visualmente el grafi
Cartesianas lugar g afico
geométrico pero describe a la
perfeccion su
construccion,
verificando el transito
P [ - N
3 Art Relaciones de ArtPropiedades Art  plano
proporcionalidad lugar Carte.siuno y
geométrico prozﬁ;t'il:des
geométrico
Transitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
L
l_
% o  AA-FL->SG-FL | SG-FL->AA-FL | AE-FL-SG-FL | SG-FL->AE-FL | AE-FL-AA-FL | AA-FL—>AE-FL
S 2
E O
04
<
o
En,| P, _—

Artcorrdenadas
Cartesianas




Transitos entre los Modos de Pensar la Funcién Lineal (FL)

Observaciones

Ll
=
E 8 AA-FL—>SG-FL | SG-FL-AA-FL | AE-FL-SG-FL | SG-FL—-AE-FL | AE-FL-AA-FL | AA-FL—-AE-FL
o 2
= O
©
<
o
N _— El transito SG-AE lo
Artcc‘ilrrr:‘:i?;:;ss ATty ptedades evidencia mediante la
geonierico explicacion escrita  del
procedimiento aungque no
lo lleva a cabo
numéricamente.
_— Y > Y
Artcorrdenadas Art  plano Art  plano ArtPropiedades
Cartesianas Cartesiano y Cartesiano y —
propiedades propiedades g q
geométrico
lugar lugar
geométrico geométrico

PA
RTI
CIP

Trénsitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL)

Observaciones
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AA-FL->SG-FL | SG-FL-AA-FL | AE-FL-SG-FL | SG-FL-AE-FL | AE-FFL-AA-FL | AA-FL-AE-FL
En4 P2 Artcorrdenadas
Cartesianas
Py Art, A
Corrdenadas Tt Pplano Art  plano Art  piano
Cartesianas Cartesiano y Cartesianoy Cartesiano y
propiedades propiedades propiedades
lugar lugar lugar
geométrico geométrico geométrico
Tréansitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
1]
[
g ®  AA-FL->SG-FL | SG-FL-AA-FL | AE-FL-SG-FL | SG-FL-AE-FL | AE-FL-AA-FL | AA-FL->AE-FL
E O
o
<
[a
Eng| P, Traza la grafica de
manera errada debido a
que presenta dificultades
para hallar las
coordenadas cartesianas.
P Plantea haber usado el

angulo de inclinacion
pero  encuentra  una
expresion analitica errada.
No muestra
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procedimientos.

Trénsitos entre los Modos de Pensar la Funcion Lineal (FL) Observaciones
L
|_
g o AA-FL-SG-FL | SG-FL-oAA-FL | AE-FL-SG-FL | SG-FL-AE-FL | AE-FL-»AA-FL | AA-FL-AE-FL
o 2
= O
x
<
o
En6 P2 Artcorrdenadas
Cartesianas
P3 Artcorrdenadas
Cartesianas
_—
Artpynto de cortey
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ANEXO 12
PERMISOS DE LOS ESTUDIANTES QUE PARTICIPARON DE LA ENTREVISTA SEMI-ESTRUCTURADA

A = : TODOS POR UN
Wi 2 il B MNERUCACION NUEVO PAIS

DOCUMENTO DE AUTORIZACION DE USO DE MATERIAL AUDIOVISUALES
, (VIDEOS) PARA USO DIDACTICO

Atendiendo al ejercicio de la Patria Potestad, establecido en el Cdédigo Civil
Colombiano en su articulo 288, el articulo 24 del Decreto 2820 de 1974 y la Ley de
Infancia y Adolescencia, LOS DOCENTES ANA LUISA MENA Y FREDY HENAO
ESTUDIANTES DE MAESTRIA EN EDUCACION DE LA UNIVERSIDAD DE
MEDELLIN, solicita la autorizacion escrita del padre/madre de familia o acudiente

del (la) estudiante I .~ \eyea o~ [ S ) <D 2 O3y, identificado(@)
con tarjeta de identidad numero_—Acrc: 2. 2 T &N & , alumno de la Instituciéon

Educativa MONSERNOR FRANCISCO CRISTOBAL TORO para que su Vvoz,
aparezca en una videograbacidn con fines pedagdgicos que se realizara en las
instalaciones del colegio mencionado.

El propdsito del video (audio), es evidenciar las formas como los estudiantes
desarrollan y argumentan sus procedimientos cuando se enfrentan a diferentes
actividades relacionadas con competencias matematicas. Estos tendran un uso
pedagdgico y didactico y sus fines son netamente didacticos, sin lucro y en ningun
momento sera utilizado para objetivos distintos.

Autorizo,

Y GEAY T~

Cédula de ciudadania

T e i PR -~ -~ A et = 7 A OO &4
Nombre del estudiante Tarjeta de ldentidad
Fecha: /Mayo/ 2018

Calle 43 No. 57 - 14 Centro Administrativo Nacional, CAN, Bogota, D.C.
PEBX: +587 (1) 222 2800 - Fax 222 4963
www.mineducacion.gov.co - atencionalciudadano@mineducacion.gov.co




e %) MINEDUCACION TODOS POR UN
s S & NUEVO PAIS

DOCUMENTO DE AUTORIZACION DE USO DE MATERIAL AUDIOVISUALES
(VIDEOS) PARA USO DIDACTICO

Atendiendo al ejercicio de l|la Patria Potestad, establecido en el Cddigo Civil
Colombiano en su articulo 288, el articulo 24 del Decreto 2820 de 1974 y la Ley de
Infancia y Adolescencia, LOS DOCENTES ANA LUISA MENA Y FREDY HENAO
ESTUDIANTES DE MAESTRIA EN EDUCACION DE LA UNIVERSIDAD DE
MEDELLIN, solicita la autonzacné escrita del dre/madre de familia o acudiente
del (Ia) estudiante identificado(a)
con tarjeta de identidad nuamero alumno de la Institucion
Educativa MONSENOR FRANCISCO CRI TOBAL TORO para que su voz,
aparezca en una videograbaciéon con fines pedagdgicos que se realizara en las
instalaciones del colegio mencionado.

El propdsito del video (audio), es evidenciar las formas como los estudiantes
desarrollan y argumentan sus procedimientos cuando se enfrentan a diferentes
actividades relacionadas con competencias matematicas. Estos tendran un uso
pedagdgico y didactico y sus fines son netamente didacticos, sin lucro y en ninguan
momento sera utilizado para objetivos distintos.

Autorizo,

T L Vi T G, W e 3 B0 ¥ o Y N SosEss o8 =

Nombre del padre/madre de familia o acud|ente Cédula de ciudadania

Johoty ) eSO Ne— e D Lo S e TSE 2

Nombre del estudiante Tarjeta de Identidad

Fecha: /Mayo/ 2018

Calie 43 No. §7 - 14 Centro Administrativo Nacional, CAN, Bogota, D.C.
PBX: +867 (1) 222 2800 - Fax 222 4953
www.mineducacion.gov.co - atencionalciudadano@mineducacion.gov.co
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N e = 5 TODOS POR UN
o0, s i) MINEDUCACION
e : NUEVO PAIS

DOCUMENTO DE AUTORIZACION DE USO DE MATERIAL AUDIOVISUALES
(VIDEOS) PARA USO DIDACTICO

Atendiendo al ejercicio de la Patria Potestad, establecido en el Cddigo Civil
Colombianoc en su articulo 288, el articulo 24 del Decreto 2820 de 1974 y la Ley de
Infancia y Adolescencia, LOS DOCENTES ANA LUISA MENA Y FREDY HENAO
ESTUDIANTES DE MAESTRIA EN EDUCACION DE LA UNIVERSIDAD DE
MEDELLIN, solicita la autorizacion escrita del adre/madre de familia o acudiente
del (la) estudiante_ PMawcivier H lverr ez cavc e @ identificado(a)
con tarjeta de identidad numero 1O 4aq4s S36 , alumno de la Instituciéon
Educativa MONSENOR FRANCISCO CRISTOBAL TORO para que su voz,
aparezca en una videograbacidon con fines pedagdgicos que se realizara en las
instalaciones del colegio mencionado.

El propésito del video (audio), es evidenciar las formas como los estudiantes
desarrollan y argumentan sus procedimientos cuando se enfrentan a diferentes
actividades relacionadas con competencias matematicas. Estos tendran un uso
pedagdgico y didactico y sus fines son netamente didacticos, sin lucro y en ningun
momento sera utilizado para objetivos distintos.

Autorizo,

/q:/njvq %d/\ﬂz Z 4346 Y 753

mbre del padre/madre de familia o acudiente Ceédula de ciudadania
’ ” '
Mavsaovra Alvaver (c{ne ez IO OAt o 5356
Nombre del estudiante Tarjeta de Identidad
Fecha: /Mayo/ 2018

Calle 43 No. 57 - 14 Centro Administrativo Nacional, CAN, Bogota, D.C.
PBX: +67 (1) 222 2800 - Fax 222 4983
www.mineducacion.gov.co - atencionalciudadano@mineducacion.gov.co
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Y e S TODOS POR UN
instructon Educariva NUSEVO PAIS

DOCUMENTO DE AUTORIZACION DE USO DE MATERIAL AUDIOVISUALES
(VIDEOS) PARA USO DIDACTICO

Atendiendo al ejercicio de la Patria Potestad, establecido en el Cddigo Civil
Colombiano en su articulo 288, el articulo 24 del Decreto 2820 de 1974 y la Ley de
Infancia y Adcolescencia, LOS DOCENTES ANA LUISA MENA Y FREDY HENAO
ESTUDIANTES DE MAESTRIA EN EDUCACION DE LA UNIVERSIDAD DE
MEDELLIN, solicita la autorizgcion escrita del. dre/madre de familia o acudiente
del (a) estudiante 3 PR . , identificado(a)
con tarjeta de identidad numero_f /A0 £, D - 42/ , alumno de la Institucion
Educativa MONSENOR FRANCISCO CRISTOBAL TORO para que su voz,
aparezca en una videograbacidon con fines pedagogicos que se realizara en las
instalaciones del colegio mencionado.

El propdsito del video (audio), es evidenciar las formas como los estudiantes
desarrollan y argumentan sus procedimientos cuando se enfrentan a diferentes
actividades relacionadas con competencias matematicas. Estos tendran un uso
pedagdogico y didactico y sus fines son netamente didacticos, sin lucro y en ningJdn
momento sera utilizado para objetivos distintos.

Autorizo,

Wb DRSS fnswppre= 7 =3 D) s =

Nombre del padre/madre de familia o acudiente Cédula de ciudadania
i el Aneel Peeeynry 27 ] 200 Fpo- [

Nombre del estudiante Tarjeta de ldentidad

Fechail /Mayo/ 2018

Calle 43 No. §7 - 14 Centro Administrativo Nacional, CAN, Bogota, D.C
PBX: +67 (1) 222 2800 - Fax 222 498583
www.mineducacion.gov.co - atencionalciudadano@mineducacion.gov.co
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o it R NUEVO PAR

DOCUMENTO DE AUTORIZACION DE USO DE MATERIAL AUDIOVISUALES
(VIDEOS) PARA USO DIDACTICO

Atendiendo al ejercicio de la Patria Potestad, establecido en el Cdédigo Civil
Colombiano en su articulo 288, el articulo 24 del Decreto 2820 de 1974 y la Ley de
Infancia y Adolescencia, LOS DOCENTES ANA LUISA MENA Y FREDY HENAO
ESTUDIANTES DE MAESTRIA EN EDUCACION DE LA UNIVERSIDAD DE
MEDELLIN, solicita | autorizacidn_ escrita el padre/madre de familia o acudiente
del ((Ia) estudiante, ﬁ‘/lr:)c}tn chS’l?fcI/) R 2 "2 s  identificado(a)
con tarjeta de identidad nuamero S = = alumno de la Institucidon
Educativa MONSENOR FRANCISCO CRISTOBAL TORO para que su voz,
aparezca en una videograbacion con fines pedagodgicos que se realizara en las
instalaciones del colegio mencionado.

El propdsito del video (@audio), es evidenciar las formas como los estudiantes
desarrollan y argumentan sus procedimientos cuando se enfrentan a diferentes
actividades relacionadas con competencias matematicas. Estos tendran un uso
pedagdgico y didactico y sus fines son netamente didacticos, sin lucro y en Nningun
momento sera utilizado para objetivos distintos.

Autorizo,

é‘dna/"d ‘f74 «4}74 cp‘arzé'% = = - ‘ Y B3Pzy 63 =

Nombre deli pf(dre/madre de familia o acudiente Cédula de ciudadania
Vhowrn - Sedositiie e chars @ 5 OO0 o3 62 0.
Nombre del estudiante Tarjeta de ldentidad

Fecha: /Mayo/ 2018

Caile 43 No. §7 - 14 Cdntro Adminisirative Nacional, CAN, Bogota, D.C.
PEBX: +87 (1) 222 2800 - Fax 222 4983
www.mineducacion.gov.co - atencionalciudadano@mineducacion.gov.co
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