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Capitulo 1

1. EL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS COMO

OBJETO DE INVESTIGACION

Durante varias décadas el estudio de la trigonometria ha estado inmerso en los
curriculos escolares de las instituciones educativas del pais; su importancia y aplicacion en
problemas de la vida real, ha permitido que sea insumo, entre otras, para el estudio de la fisica
o0 la geometria analitica proporcionando elementos que promueven el establecimiento de
relaciones entre magnitudes, y permitiendo la interpretacion y el anélisis de algunos
fendmenos periddicos como: ondas, vibraciones, electricidad, sefiales en telecomunicaciones,

entre otros.

En este capitulo desarrollaré algunos elementos de caracter didactico e histérico que
dieron origen al estudio reportado en este trabajo, para luego dar cuenta del problema de

investigacion.

1.1 Antecedentes desde la experiencia en el Aula

En un curso de trigonometria es comdn encontrar jovenes que, a pesar de haber pasado
al menos nueve afios de su formacion matematica en las instituciones educativas, reflejan
dificultades relacionadas con algunos conceptos matematicos y el desarrollo de habilidades en

el estudio de la misma. Hay una serie impedimentos para establecer relaciones entre



cantidades (el doble de, la mitad de, la tercera parte de...) y otras dificultades que tienen que
ver con el manejo del lenguaje simbdlico y su decodificacién (Mora, Nieto, Polania, Romero,

& Gonzélez, 2012).

Cuando se trabaja con fracciones solamente parece que es claro, en algunos casos, todo
el proceso algoritmico que se siguen con éstas para reducir expresiones numéricas o
algebraicas; sin embargo, cuando se indaga por la naturaleza y la interpretacion de los
resultados, las consideraciones van acompafiadas de nimeros sin sentido 0, en muchos casos,
incomprensibles (1.3:v/2;, e, ...). Parece que el excesivo énfasis en lo procedimental, ha
dejado de lado la reflexion y el andlisis de otras situaciones que van mas ligadas al contexto en
el cual se desarrolla la trigopnometria (relaciones métricas en el triangulo rectdngulo, solucién

de situaciones problema, entre otras).

El trabajo con magnitudes y, en éste, la relacion de las mismas, muestra que conceptos
previos como el de razén y proporcion podrian estar en los cimientos de una buena
comprension de las razones y funciones trigonométricas y, por tanto, cualquier limitacion en
los primeros podria generar a priori, dificultades para el trabajo con elementos de la

trigonometria. De manera particular, los estudiantes, en busca de la relacion parte-todo, en

ocasiones muestran una limitacién en el entendimiento de expresiones como (sin@ =2, v =

o
f, ... ) 'Y, por ello, dejan frecuentemente todo el trabajo de aprendizaje de las razones
trigonométricas a la repeticion o a la aplicacion de procedimientos algoritmicos. De alli que
pueda perder sentido “resolver problemas” con la ayuda de las mismas o encontrar unas

cantidades en términos de otras.



Observando el trabajo de andlisis de gréaficas, la experiencia en el aula de clase muestra
que los estudiantes evidencian limitaciones en apreciar relaciones entre magnitudes; en
algunos casos su descripcion se reduce al trazado de lineas que parecen “montafias” y en otros,
a una creacién uniforme y regular de formas que visualmente son agradables, pero que se
articulan poco con el entorno y pierden sentido en relacion con la realidad (para el caso de las
funciones seno y coseno). Hay una carencia de elementos conceptuales que no permiten dar
cuenta de las diferentes variaciones que se pueden presentar en una representacion grafica y su
relacion con las magnitudes involucradas en ella; lo que limita el avance de los estudiantes,
maxime cuando el estudio de la trigopnometria implica ciertos cambios y desarrollos

conceptuales.

Otro elemento que vale la pena mencionar tiene que ver con el tipo de contextos que se
utilizan para establecer las conexiones entre la trigonometria y el entorno o cotidianidad. Se
puede apreciar en algunos libros de textos, que “las tareas hacen uso més recurrente de
enunciados verbales de contexto evocado ” (Tavera & Villa-Ochoa, 2013, pag. 7) y dichas
conexiones quedan en repetidos casos supeditados a los “problemas prototipo”; los cuales es
comun encontrarlos, cuando se hace una revisidn de cada uno de los capitulos donde se
desarrollan conceptos trigonométricos, y en los cuales se busca que el estudiante replique lo
que se ha trabajado durante todas las sesiones, halle valores arbitrariamente y encuentre

resultados atipicos a las situaciones que cominmente aprecia en su entorno.

Es comdn encontrar en libros de texto por ejemplo, que las razones trigonométricas se
definen en el triangulo rectangulo, luego se toma uno de éstos para desarrollar unos ejemplos
en los cuales se repitan los procedimientos algoritmicos anteriores, se resuelve un “problema”

que generalmente tiene que ver con la busqueda de una altura, y posteriormente se enuncia la



ejercitacion, siguiendo casi la misma estructura de solucion de tridngulos y “problemas
prototipo” para encontrar una distancia. En este sentido Borba y Villarreal (2005) afirman que
en una actividad de aula tradicional, donde predomina el trabajo con libros de texto la
secuencia teoria-ejemplos-ejercicios es comun. Situaciones como estas muestran que ese
énfasis en lo procedimental no permite ver las bondades del trabajo con la trigopnometria, ni
tampoco el analisis que se podria hacer al trabajar con mediadores en tecnologias de la

informacién y la comunicacion.

En el caso de la educacion superior, los contenidos tematicos como amplitud modulada
y frecuencia modulada en telecomunicaciones; corriente alterna y electricidad en ingenieria
eléctrica o electronica; el movimiento armonico simple en Fisica, entre otros; muestra que la
trigonometria tiene una vasta cantidad de aplicaciones en muchos de los contextos de otras
areas del conocimiento y que sigue presente en varios de los curriculos académicos
universitarios; sin embargo, al parecer los estudiantes muestran también dificultades al
reconocer el tipo de funcién trigonométrica que esta inmersa en los problemas y las diferentes

variaciones que éstas tienen al trabajar con informacion procesada en gréaficos.

1.2 Latrigonometria al interior del aula de clase

En la Gltima década con la publicacion de los Lineamientos Curriculares (Colombia,
1998) y los Estandares Basicos de Competencias (Colombia, 2006), el estudio directo de la
trigonometria se ubica en la Educacién Media para los estudiantes que cursan el grado décimo
y han pasado por el estudio de la aritmética, el algebra y la geometria de la Educacion Bésica

Secundaria.



El Ministerio de Educacion Nacional en su texto de Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas declara como un propésito al finalizar el ciclo de Educacién
Media que los estudiantes estén en capacidad de “describir y modelar fenémenos periddicos
del mundo real usando relaciones y funciones trigonométricas” (p. 88). Esto muestra que
dentro de los documentos rectores, la trigonometria también es un vinculo que permite
establecer relaciones entre la matematica y el contexto, y ademas, que su desarrollo esta
enmarcado en el pensamiento espacial, aunque no sea exclusivo de este tipo de pensamiento, y

tenga elementos de lo numérico, lo variacional y lo métrico.

El acercamiento de los jovenes al estudio de la trigonometria es un reto para el trabajo
de aula, puesto que la descripcién y modelacidn de una situacion real, queda enmarcada no
solo en un contexto de la matematica, sino también, en el contexto y la dindmica que rodea el

entorno escolar.

Los afanes de replantear la ensefianza de la trigopnometria se ven expresados, entre
otros, en el redisefio de los libros de texto (notas historicas, apuntes, diagramas, graficos) que
acompafian la dinamica de trabajo dentro del aula de clases, y son éstos el insumo inicial del
que muchos profesores parten para disefiar los momentos de su intervencion en el aula; de ahi
que en algunas instituciones, los planes de area han estado marcados por las secuencias que

presentan como guias, los libros de texto.

Una mirada a varios de estos materiales escolares publicados antes de las orientaciones
dadas con la publicacion de los Lineamientos Curriculares en Matematicas, muestra que se
toma el desarrollo de la trigopnometria como un trabajo secuencial que iniciaba en el estudio de

los angulos, el triangulo rectangulo y el teorema Pitagoras, para un posterior estudio de las



relaciones trigonométricas, también llamadas razones trigonométricas. Posiblemente este tipo
de secuencias al interior del aula pueden inducir a una mirada de las matematicas como un
area “fria”, donde aparecen una serie de elementos abstractos (sen, cos, tan) que se interpretan
en un juego de palabras dejadas en el discurso pedagdgico y que reciben un tratamiento
algebraico, pero en algunos casos, no establecen conexiones con elementos mas cercanos a la
realidad del estudiante. Este tipo de miradas se reafirma cuando el enfoque en este tipo de
secuencias, no presta importancia a la naturaleza de tales nociones sino a las potencialidades
que éstas tienen para el tratamiento algebraico de algunos problemas de aplicacién. Poner el
énfasis solo en el componente algebraico implica ver en la ejercitacion procedimental una
fuente poderosa de aprendizaje de los procesos algoritmicos en los cuales se hace fundamental
saber diferenciar las partes que componen una razén trigonométrica y las maltiples
combinaciones que se podrian establecer entre éstas, ya que finalmente existe un rotulo para
cada una de ellas; sin embargo, no se aprecia el valor del estudio de la trigonometria en cuanto
a la posibilidad de comprender su naturaleza y las diversas aplicaciones en otras ramas de las

ciencias.

Las relaciones que se generaron al interior de los libros de texto entre los conceptos de
angulo, triangulo, razén, plano cartesiano, circunferencia, entre otros; dieron la idea de que
para construir el concepto de funcién trigonométrica y hacer un estudio de su representacion,
era necesario establecer las razones trigopnométricas, ademas del trabajo con las identidades,
que durante mucho tiempo fue un detonante de multiples percepciones hacia el trabajo con la

matematica.

Los Estandares Basicos de Competencias (Colombia, 2006) colocaron un punto de

referencia para establecer cambios en la manera como se puede disefiar el estudio de la



trigonometria, pues el aprendizaje de las funciones trigonométricas son un eslabén mas, para
la modelacién de situaciones de la “vida real” en el contexto de las matematicas, ya que

permite ampliar el campo de estudio al analisis de longitudes, al estudio de los movimientos
periddicos y ciclicos, ademas de permitir el abordaje de contenidos presentes en la educacién

superior con problemas reales que alli se trabajan.

Todo lo anterior muestra la necesidad de buscar estrategias en las cuales la
trigonometria esté en relacion con los contextos en los cuales los estudiantes estan inmersos,
asi como contextos de las demas ciencias; a estas relaciones me dedicaré en el siguiente

apartado.

1.3 Latrigonometria y los contextos cotidianos y cientificos

Algunos libros de texto buscando establecer relaciones entre la trigonometria y la vida
diaria, y manteniendo la misma secuencia de contenidos de los textos predecesores,
empezaron a mostrar una evolucion en la forma como se presentaban las actividades y como

se planteaban los ejercicios, entre los cuales unos se llamaron problemas.

Las orientaciones desde los Lineamientos Curriculares de Matematicas han permitido
ampliar las posibilidades de presentar las matematicas en el aula de clase y, en este sentido, los
libros de texto con sus nuevos disefios llevan a los jovenes a los escenarios de la historia de la
matematica y, en ellos, a contextos de trabajo con elementos de astronomia, fisica e
ingenierias, donde se puede ver vinculos entre la matematica y esa “realidad” en algunos casos
desconocida por ellos; sin embargo, la presentacién de las razones trigonométricas en cuanto a
la estructura tematica que le antecede, parece en algunos casos ser la continuacion del trabajo

que ha prevalecido desde hace muchos afios, inclusive similar a la presentada en los textos de



la década de los noventa. Para ilustrar esta situacion, compararé dos trozos de las tablas de

contenido de un par de textos trabajados en el ambito escolar, para la ensefianza de la

trigonometria, publicados en décadas diferentes.

Unidad 5.
LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Unidad 2.
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS |

5-1. Repaso de algunos conceptos geométricos
(Angulos, angulo en posicion normal, radianes
y arcos de circunferencia, relacion entre grados
y radianes

5-2. La funcion circular.

5-3. Las funciones seno y coseno.

5-4. Definicion de seno, coseno y tangente en
circunferencias de radio distinto de 1.

5-5 Signos de funciones trigonométricas.

5-6 Las funciones trigonométrica en el triangulo
rectangulo.

Unidad 6.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE
CUALQUIER ANGULO

6-1. Funciones trigonométricas de 30°, 45°y 60°.
6-2. Funciones trigonométricas de cualquier
angulo.

6-3. Funciones trigonométricas de angulos
negativos.

6-4. Las seis funciones trigonométricas

Tema 1. Conceptos previos
- Angulos, angulos sobre el plano
cartesiano, Medicion de angulos,
longitud de arco, velocidad angular,
velocidad lineal, tridngulos.

Tema 2. Funciones trigonométricas
- Definicion de las funciones
trigonométricas de un angulo en
posicién normal, signos de las
funciones trigonomeétricas en posicién
normal, funciones trigonométricas de
los &ngulos cuadrantes.

Tema 3. Relaciones trigonomeétricas en el tridangulo
rectangulo.

- Razones trigonométricas en el triangulo
rectangulo, razones trigonométricas
para 30°, 45° y 60°, angulos
complementarios.

Tema 4. Reduccion de angulos al primer cuadrante.
- Angulos de referencia, funciones
trigonométricas de angulos
coterminales, valor numérico de
expresiones que involucran funciones
trigonomeétricas

Tema 5. Problemas de aplicacion.
- Distancia a la tierra desde una nave
espacial, ley de Snell.

Texto: Matematica. Una propuesta curricular
10. Bedout Editores 1990

Texto: Nuevas Matematicas 10. Ed Santillana
2007

Tabla 1. Tablas de contenido de dos libros de texto del grado 10°.




En ambas tablas de contenido se puede apreciar cierta semejanza dada por la secuencia
que tienen los temas, los conceptos fundamentales que se trabajan y las variaciones que hay
para hablar en algunos casos, de razones trigonométricas y de funciones trigopnométricas. Una
parte que marca diferencia son los denominados, problemas de aplicacion, pero al analizar
este apartado, se encuentra que las situaciones alli planteadas se enfocan basicamente en la
utilizacion de las razones trigonométricas en un triangulo rectangulo, ademas de algunas
pequefias notas de caracter histérico que se dan en toda la unidad y la aplicacion que tiene en
otras areas del conocimiento (por ejemplo la ley de Snell); sin embargo, no pareciera que se
utilizaran para generar otro tipo de vinculo didactico en el cual se construya la trigopnometria o
se explore el pensamiento de la época, en cuanto a sus necesidades y formas de solucionar sus

problemas.

El “vestido” que se ha puesto con relatos y ejercicios cuyos encabezados trasladan la
atencion a épocas de Copérnico, Eratdstenes, entre otros; ha permitido dar pinceladas acerca
de cdmo surgid ese concepto de razon trigonométrica, o por lo menos saber quién trabaj6 algo
de ello; sin embargo, todavia ese desarrollo de la teoria de los angulos y sus unidades de
medida, y el teorema de Pitagoras, son la antesala de lo que sin otra explicacion diferente a las

anteriores se llama trigonometria.

No siendo una finalidad de este trabajo, el desarrollar todo un analisis historiografico
para mostrar como fue evolucionando la trigonometria a través del tiempo; el analisis del
trabajo de Montiel (2005), me permitié tener un acercamiento a algunos apartes de la historia
en la cual, la trigonometria ha tenido un papel importante en la evolucién del desarrollo del
pensamiento; en la forma como el hombre ha podido cruzar ese puente que lo lleva de una

nocion intuitiva y explicativa de un fendmeno, a un razonamiento estructurado y



LA MODELACION CON TECNOLOGIA EN EL ESTUDIO DE LA FUNCION SENO

RESUMEN

Este trabajo es fruto de la investigacion realizada en el marco del programa de Maestria en
Educacion Matematica de la Universidad de Medellin. La investigacion comienza con una
revision de la literatura en la cual se tuvo en cuenta como tematicas centrales la ensefianza de
la trigonometria en la en la Educacion Basica Secundaria y trabajos realizados alrededor de la
modelacion en educacion matematica. A partir del analisis de toda la documentacion
recolectada y mi experiencia como docente de matematicas, fui refinando mi problema de
investigacion, el cual delimité a través de la siguiente pregunta: ;Cémo a través de la
modelacion matematica los estudiantes producen algunos aspectos conceptuales de la funcion

trigonométrica seno asociados a la medicion del tiempo?

La revision de los referentes tedricos sobre Modelacion en Educacion Matemética y el
constructo tedrico Humans-with-Media, me permitieron elaborar una concepcién de la
modelacion en matematica vinculada a procesos de experimentacion y simulacion con
tecnologia, la cual fui reestructurando para disefiar el material de campo previsto para el

desarrollo de la investigacion.

En la convergencia entre el referente teorico, la pregunta de investigacion, y siguiendo algunas
recomendaciones desde la literatura, elegi el estudio de caso como método que permite
describir los elementos alrededor de los cuales, surgen los conceptos matematicos enmarcados
en el proceso de modelacién matematica que se desarrollé para este trabajo. Es desde esta
perspectiva, como las observaciones en el trabajo de campo, los registros escritos y las
simulaciones elaboradas permitieron obtener informacion para analizar como cuatro
estudiantes de una institucion educativa descubren elementos conceptuales relacionados con la

funcién trigonométrica seno.

Los resultados, en resonancia con una construccion tedrica de modelacion-graficacion,
muestran como se van tejiendo vinculos entre unos objetos en movimiento dentro de una

simulacidn, y unas representaciones graficas desde las cuales subyacen nociones de amplitud,



periodo, dependencia e independencia, propias de la funcion seno, bajo la cual se realizé un

modelo para la construccion de la experiencia.

La interfaz del programa Modellus 4 y el uso del software Camtasia (que captur6 en audio y
video las conversaciones y gestos de los estudiantes al interactuar con la simulacién) muestran
la manera como se dio la evolucién de esa construccion de conocimiento matematico a lo
largo de la investigacion; de ahi que el papel de la tecnologia, tanto para el desarrollo de la
parte metodoldgica del trabajo, como para la produccion de conocimiento es fundamental, y
como lo menciona Borba & Villarreal (2005), en este tipo de procesos se convierte en un co-
actor que favorece el proceso de experimentacion desde el cual lo estudiantes aqui vinculados,
exploran, construyen conjeturas y hablan de sus conclusiones con sus comparieros y

profesores.

Palabras clave: Modelacion matematica, tecnologia, experimentacion, trigonometria.
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Capitulo 1

1. EL ESTUDIO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS COMO

OBJETO DE INVESTIGACION

Durante varias décadas el estudio de la trigonometria ha estado inmerso en los
curriculos escolares de las instituciones educativas del pais; su importancia y aplicacion en
problemas de la vida real, ha permitido que sea insumo, entre otras, para el estudio de la fisica
o0 la geometria analitica proporcionando elementos que promueven el establecimiento de
relaciones entre magnitudes, y permitiendo la interpretacion y el anélisis de algunos
fendmenos periddicos como: ondas, vibraciones, electricidad, sefiales en telecomunicaciones,

entre otros.

En este capitulo desarrollaré algunos elementos de caracter didactico e histérico que
dieron origen al estudio reportado en este trabajo, para luego dar cuenta del problema de

investigacion.

1.1 Antecedentes desde la experiencia en el Aula

En un curso de trigonometria es comdn encontrar jovenes que, a pesar de haber pasado
al menos nueve afios de su formacion matematica en las instituciones educativas, reflejan
dificultades relacionadas con algunos conceptos matematicos y el desarrollo de habilidades en
el estudio de la misma. Hay una serie impedimentos para establecer relaciones entre

cantidades (el doble de, la mitad de, la tercera parte de...) y otras dificultades que tienen que



ver con el manejo del lenguaje simbdlico y su decodificacién (Mora, Nieto, Polania, Romero,

& Gonzélez, 2012).

Cuando se trabaja con fracciones solamente parece que es claro, en algunos casos, todo
el proceso algoritmico que se siguen con éstas para reducir expresiones numéricas o
algebraicas; sin embargo, cuando se indaga por la naturaleza y la interpretacion de los
resultados, las consideraciones van acompafiadas de nimeros sin sentido o, en muchos casos,
incomprensibles (1.3:v/2;, e, ...). Parece que el excesivo énfasis en lo procedimental, ha
dejado de lado la reflexion y el andlisis de otras situaciones que van mas ligadas al contexto en
el cual se desarrolla la trigopnometria (relaciones métricas en el triangulo rectdngulo, solucién

de situaciones problema, entre otras).

El trabajo con magnitudes y, en éste, la relacion de las mismas, muestra que conceptos
previos como el de razén y proporcion podrian estar en los cimientos de una buena
comprension de las razones y funciones trigonométricas y, por tanto, cualquier limitacion en
los primeros podria generar a priori, dificultades para el trabajo con elementos de la

trigonometria. De manera particular, los estudiantes, en busca de la relacion parte-todo, en

ocasiones muestran una limitacién en el entendimiento de expresiones como (sin@ =2, v =

o
f, ... ) 'y, por ello, dejan frecuentemente todo el trabajo de aprendizaje de las razones
trigonométricas a la repeticion o a la aplicacion de procedimientos algoritmicos. De alli que
pueda perder sentido “resolver problemas” con la ayuda de las mismas o encontrar unas

cantidades en términos de otras.

Observando el trabajo de andlisis de gréaficas, la experiencia en el aula de clase muestra

que los estudiantes evidencian limitaciones en apreciar relaciones entre magnitudes; en



algunos casos su descripcion se reduce al trazado de lineas que parecen “montafias” y en otros,
a una creacién uniforme y regular de formas que visualmente son agradables, pero que se
articulan poco con el entorno y pierden sentido en relacion con la realidad (para el caso de las
funciones seno y coseno). Hay una carencia de elementos conceptuales que no permiten dar
cuenta de las diferentes variaciones que se pueden presentar en una representacion grafica y su
relacion con las magnitudes involucradas en ella; lo que limita el avance de los estudiantes,
maxime cuando el estudio de la trigopnometria implica ciertos cambios y desarrollos

conceptuales.

Otro elemento que vale la pena mencionar tiene que ver con el tipo de contextos que se
utilizan para establecer las conexiones entre la trigonometria y el entorno o cotidianidad. Se
puede apreciar en algunos libros de textos, que “las tareas hacen uso més recurrente de
enunciados verbales de contexto evocado ” (Tavera & Villa-Ochoa, 2013, pag. 7) y dichas
conexiones quedan en repetidos casos supeditados a los “problemas prototipo”; los cuales es
comun encontrarlos, cuando se hace una revisidn de cada uno de los capitulos donde se
desarrollan conceptos trigonométricos, y en los cuales se busca que el estudiante replique lo
que se ha trabajado durante todas las sesiones, halle valores arbitrariamente y encuentre

resultados atipicos a las situaciones que cominmente aprecia en su entorno.

Es comdn encontrar en libros de texto por ejemplo, que las razones trigonométricas se
definen en el tridngulo rectangulo, luego se toma uno de éstos para desarrollar unos ejemplos
en los cuales se repitan los procedimientos algoritmicos anteriores, se resuelve un “problema”
que generalmente tiene que ver con la busqueda de una altura, y posteriormente se enuncia la
ejercitacion, siguiendo casi la misma estructura de solucion de tridngulos y “problemas

prototipo” para encontrar una distancia. En este sentido Borba y Villarreal (2005) afirman que



en una actividad de aula tradicional, donde predomina el trabajo con libros de texto la
secuencia teoria-ejemplos-ejercicios es comun. Situaciones como estas muestran que ese
énfasis en lo procedimental no permite ver las bondades del trabajo con la trigopnometria, ni
tampoco el analisis que se podria hacer al trabajar con mediadores en tecnologias de la

informacién y la comunicacion.

En el caso de la educacion superior, los contenidos tematicos como amplitud modulada
y frecuencia modulada en telecomunicaciones; corriente alterna y electricidad en ingenieria
eléctrica o electronica; el movimiento armonico simple en Fisica, entre otros; muestra que la
trigonometria tiene una vasta cantidad de aplicaciones en muchos de los contextos de otras
areas del conocimiento y que sigue presente en varios de los curriculos académicos
universitarios; sin embargo, al parecer los estudiantes muestran también dificultades al
reconocer el tipo de funcién trigonométrica que esta inmersa en los problemas y las diferentes

variaciones que éstas tienen al trabajar con informacion procesada en gréaficos.

1.2 Latrigonometria al interior del aula de clase

En la Gltima década con la publicacion de los Lineamientos Curriculares (Colombia,
1998) y los Estandares Basicos de Competencias (Colombia, 2006), el estudio directo de la
trigonometria se ubica en la Educacién Media para los estudiantes que cursan el grado décimo
y han pasado por el estudio de la aritmética, el algebra y la geometria de la Educacion Bésica

Secundaria.

El Ministerio de Educacion Nacional en su texto de Estandares Basicos de
Competencias en Matematicas declara como un propésito al finalizar el ciclo de Educacién

Media que los estudiantes estén en capacidad de “describir y modelar fenémenos periddicos



del mundo real usando relaciones y funciones trigonométricas” (p. 88). Esto muestra que
dentro de los documentos rectores, la trigonometria también es un vinculo que permite
establecer relaciones entre la matematica y el contexto, y ademas, que su desarrollo esta
enmarcado en el pensamiento espacial, aunque no sea exclusivo de este tipo de pensamiento, y

tenga elementos de lo numérico, lo variacional y lo métrico.

El acercamiento de los jovenes al estudio de la trigonometria es un reto para el trabajo
de aula, puesto que la descripcién y modelacidn de una situacion real, queda enmarcada no
solo en un contexto de la matematica, sino también, en el contexto y la dindmica que rodea el

entorno escolar.

Los afanes de replantear la ensefianza de la trigopnometria se ven expresados, entre
otros, en el redisefio de los libros de texto (notas historicas, apuntes, diagramas, graficos) que
acompafian la dinamica de trabajo dentro del aula de clases, y son éstos el insumo inicial del
que muchos profesores parten para disefiar los momentos de su intervencion en el aula; de ahi
que en algunas instituciones, los planes de area han estado marcados por las secuencias que

presentan como guias, los libros de texto.

Una mirada a varios de estos materiales escolares publicados antes de las orientaciones
dadas con la publicacion de los Lineamientos Curriculares en Matematicas, muestra que se
toma el desarrollo de la trigopnometria como un trabajo secuencial que iniciaba en el estudio de
los angulos, el triangulo rectangulo y el teorema Pitagoras, para un posterior estudio de las
relaciones trigonométricas, también llamadas razones trigopnométricas. Posiblemente este tipo
de secuencias al interior del aula pueden inducir a una mirada de las mateméticas como un

area “fria”, donde aparecen una serie de elementos abstractos (sen, cos, tan) que se interpretan



en un juego de palabras dejadas en el discurso pedagdgico y que reciben un tratamiento
algebraico, pero en algunos casos, no establecen conexiones con elementos mas cercanos a la
realidad del estudiante. Este tipo de miradas se reafirma cuando el enfoque en este tipo de
secuencias, no presta importancia a la naturaleza de tales nociones sino a las potencialidades
que éstas tienen para el tratamiento algebraico de algunos problemas de aplicacién. Poner el
énfasis solo en el componente algebraico implica ver en la ejercitacion procedimental una
fuente poderosa de aprendizaje de los procesos algoritmicos en los cuales se hace fundamental
saber diferenciar las partes que componen una razén trigonométrica y las maltiples
combinaciones que se podrian establecer entre éstas, ya que finalmente existe un rotulo para
cada una de ellas; sin embargo, no se aprecia el valor del estudio de la trigonometria en cuanto
a la posibilidad de comprender su naturaleza y las diversas aplicaciones en otras ramas de las

ciencias.

Las relaciones que se generaron al interior de los libros de texto entre los conceptos de
angulo, triangulo, razén, plano cartesiano, circunferencia, entre otros; dieron la idea de que
para construir el concepto de funcién trigonométrica y hacer un estudio de su representacion,
era necesario establecer las razones trigopnométricas, ademas del trabajo con las identidades,
que durante mucho tiempo fue un detonante de multiples percepciones hacia el trabajo con la

matematica.

Los Estandares Basicos de Competencias (Colombia, 2006) colocaron un punto de
referencia para establecer cambios en la manera como se puede disefiar el estudio de la
trigonometria, pues el aprendizaje de las funciones trigonométricas son un eslabén mas, para
la modelacién de situaciones de la “vida real” en el contexto de las matematicas, ya que

permite ampliar el campo de estudio al analisis de longitudes, al estudio de los movimientos



periddicos y ciclicos, ademas de permitir el abordaje de contenidos presentes en la educacién

superior con problemas reales que alli se trabajan.

Todo lo anterior muestra la necesidad de buscar estrategias en las cuales la
trigonometria esté en relacion con los contextos en los cuales los estudiantes estan inmersos,
asi como contextos de las demas ciencias; a estas relaciones me dedicaré en el siguiente

apartado.

1.3 Latrigonometria y los contextos cotidianos y cientificos

Algunos libros de texto buscando establecer relaciones entre la trigonometria y la vida
diaria, y manteniendo la misma secuencia de contenidos de los textos predecesores,
empezaron a mostrar una evolucion en la forma como se presentaban las actividades y como

se planteaban los ejercicios, entre los cuales unos se llamaron problemas.

Las orientaciones desde los Lineamientos Curriculares de Matematicas han permitido
ampliar las posibilidades de presentar las matematicas en el aula de clase y, en este sentido, los
libros de texto con sus nuevos disefios llevan a los jovenes a los escenarios de la historia de la
matematica y, en ellos, a contextos de trabajo con elementos de astronomia, fisica e
ingenierias, donde se puede ver vinculos entre la matematica y esa “realidad” en algunos casos
desconocida por ellos; sin embargo, la presentacién de las razones trigonométricas en cuanto a
la estructura tematica que le antecede, parece en algunos casos ser la continuacion del trabajo
que ha prevalecido desde hace muchos afios, inclusive similar a la presentada en los textos de
la década de los noventa. Para ilustrar esta situacion, compararé dos trozos de las tablas de
contenido de un par de textos trabajados en el ambito escolar, para la ensefianza de la

trigonometria, publicados en décadas diferentes.



Unidad 5.
LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Unidad 2.
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS |

5-1. Repaso de algunos conceptos geométricos
(Angulos, angulo en posicion normal, radianes
y arcos de circunferencia, relacion entre grados
y radianes

5-2. La funcion circular.

5-3. Las funciones seno y coseno.

5-4. Definicion de seno, coseno y tangente en
circunferencias de radio distinto de 1.

5-5 Signos de funciones trigonométricas.

5-6 Las funciones trigonométrica en el tridngulo
rectangulo.

Unidad 6.

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE
CUALQUIER ANGULO

6-1. Funciones trigonométricas de 30°, 45°y 60°.
6-2. Funciones trigonométricas de cualquier
angulo.

6-3. Funciones trigonométricas de angulos
negativos.

6-4. Las seis funciones trigonométricas

Tema 1. Conceptos previos
- Angulos, angulos sobre el plano
cartesiano, Medicion de angulos,
longitud de arco, velocidad angular,
velocidad lineal, tridngulos.

Tema 2. Funciones trigonométricas
- Definicion de las funciones
trigonométricas de un angulo en
posicién normal, signos de las
funciones trigonomeétricas en posicién
normal, funciones trigonométricas de
los &ngulos cuadrantes.

Tema 3. Relaciones trigonomeétricas en el tridngulo
rectangulo.

- Razones trigonométricas en el triangulo
rectangulo, razones trigonométricas
para 30°, 45° y 60°, angulos
complementarios.

Tema 4. Reduccion de angulos al primer cuadrante.
- Angulos de referencia, funciones
trigonométricas de angulos
coterminales, valor numérico de
expresiones que involucran funciones
trigonomeétricas

Tema 5. Problemas de aplicacion.
- Distancia a la tierra desde una nave
espacial, ley de Snell.

Texto: Matematica. Una propuesta curricular
10. Bedout Editores 1990

Texto: Nuevas Matematicas 10. Ed Santillana
2007

Tabla 1. Tablas de contenido de dos libros de texto del grado 10°.

En ambas tablas de contenido se puede apreciar cierta semejanza dada por la secuencia

que tienen los temas, los conceptos fundamentales que se trabajan y las variaciones que hay

para hablar en algunos casos, de razones trigonométricas y de funciones trigopnométricas. Una

parte que marca diferencia son los denominados, problemas de aplicacion, pero al analizar




este apartado, se encuentra que las situaciones alli planteadas se enfocan basicamente en la
utilizacion de las razones trigonométricas en un triangulo rectangulo, ademas de algunas
pequefias notas de caracter histérico que se dan en toda la unidad y la aplicacion que tiene en
otras areas del conocimiento (por ejemplo la ley de Snell); sin embargo, no pareciera que se
utilizaran para generar otro tipo de vinculo didactico en el cual se construya la trigopnometria o
se explore el pensamiento de la época, en cuanto a sus necesidades y formas de solucionar sus

problemas.

El “vestido” que se ha puesto con relatos y ejercicios cuyos encabezados trasladan la
atencion a épocas de Copérnico, Eratdstenes, entre otros; ha permitido dar pinceladas acerca
de cdmo surgid ese concepto de razon trigonométrica, o por lo menos saber quién trabaj6 algo
de ello; sin embargo, todavia ese desarrollo de la teoria de los angulos y sus unidades de
medida, y el teorema de Pitagoras, son la antesala de lo que sin otra explicacion diferente a las

anteriores se llama trigonometria.

No siendo una finalidad de este trabajo, el desarrollar todo un analisis historiografico
para mostrar como fue evolucionando la trigonometria a través del tiempo; el analisis del
trabajo de Montiel (2005), me permitié tener un acercamiento a algunos apartes de la historia
en la cual, la trigonometria ha tenido un papel importante en la evolucién del desarrollo del
pensamiento; en la forma como el hombre ha podido cruzar ese puente que lo lleva de una
nocion intuitiva y explicativa de un fendmeno, a un razonamiento estructurado y
fundamentado desde la matematica, rodeada de una elaboracién de premisas y conjeturas a
partir de su propia observacion. Este acercamiento a la historia me dio elementos para
reflexionar ciertas situaciones que se podrian desarrollar en el aula con los estudiantes, de alli

que en las siguientes lineas, presentaré algunos momentos claves que en el trabajo de Montiel



(2005), dejan ver como histéricamente la trigopnometria estuvo asociada a problemas en

contextos reales.

Un primer momento en el que se utilizan elementos de la trigonometria, aparece en el
papiro de Rhind, con el nombre de se-get; el cual determina una proporcion en la piramide
(Heath, 1981), y al parecer dicha proporcion se relacionaba con la cotangente del angulo de

inclinacién de las caras de la misma.

La astronomia también estuvo rodeada de elementos geométricos en los cuales se
dieron luces de algunas relaciones trigonométricas, un ejemplo de ello es el trabajo de
Avristarco (310-230 aC) relacionado con la trayectoria de la luna alrededor de la tierra y las
fases que ésta tiene por los rayos del sol (Commandino, 2007). Al parecer muchas culturas se
basaron en observaciones de cuerpos celestes para dirigir actividades cotidianas de agricultura,
medida del tiempo y comercio, generando con ello modelos astronémicos que les permitieron

anticiparse a épocas de lluvia, sequia, la prediccién de eclipses, entre otros.

El trabajo de Montiel (2005) presenta dos personajes que apoyados en la astronomia
contribuyeron también al desarrollo de la trigopnometria, por sus avances en la busqueda de
relaciones entre angulos y lados de un triangulo, ellos son Hiparco y Eratdstenes. Este Gltimo
encontré una medida del tamafio de la tierra, midiendo el &ngulo de la sombra proyectada por
una estaca colocada verticalmente en Alejandria, y la distancia a Siena el dia del solsticio de
verano. “Se considera que los calculos y modelos de Hiparco y Eratdstenes son algunas; de las
mas importantes bases de la trigopnometria por dar aproximaciones muy buenas, por ejemplo,

al seno de ciertos angulos” (Montiel, 2005, p. 74).



Posteriormente Ptolomeo, basandose en estudios de Hiparco, construyé una “tabla de
cuerdas” para distintos arcos de circunferencia y realizé aportes a la trigonometria, los cuales

aplicd también en la construccion de astrolabios. (Moreno, 2003).

El movimiento oscilatorio es también otro campo en el cual se fueron presentando
elementos trigonométricos, y aunque no aparecen en la forma convencional que se conocen, se
podian inferir en los trabajos de Christian Huygens con su péndulo cicloide y en toda la
construccion de Robert Hooke con los resortes (Montiel, 2005). Ambos trabajos son
ampliamente conocidos en la actualidad y para abordar el analisis de alguna situacion

relacionada con los mismos, no se les puede desligar del uso de la trigonometria.

Aunque son muchos los escenarios y momentos en los cuales la trigopnometria ha
estado presente en la elaboracion de explicaciones y nuevas teorias, los apartados anteriores
muestran como la construccion de la misma ha estado presente en diferentes momentos de la
historia, acompafiada de todo un pensamiento propio de la época que cada vez ha ido
evolucionando y que de una forma general, han estado vinculadas a la modelacién; por ello,
para llevar al aula un trabajo que permita acercar al estudiante con hechos reales vividos en
épocas anteriores, se hace necesario conocer algunos datos historicos y contextos que permitan

el disefio de nuevas propuestas metodoldgicas para la ensefianza de la trigonometria.

1.4 Latrigonometria y la Educacion Matematica. Una mirada desde la literatura

y la tecnologia

El estudio del aprendizaje de la trigonometria no es nuevo en el entorno escolar,
algunos estudios han determinado cuéles son los elementos didacticos mas importantes que

aparecen al interior del aula de clase cuando se aborda la ensefianza de la trigonometria,



mostrando que en algunos casos, los docentes tienen s6lo como estrategia didactica la
exposicion y aunque algunas instituciones cuentan con recursos tecnoldgicos, los docentes
hacen poco uso de ellos; ademas, un alto porcentaje no usa el computador como herramienta

para el trabajo de clase (Sanchez, 2010).

Estudios posteriores (Arenas, Becerra, Morales, Urrutia, & Gémez, 2012) han centrado
su mirada en la forma como los docentes conciben la ensefianza de la trigopnometria; muestran
cémo utilizan las razones trigonométricas para la solucién de triangulos y problemas
olvidando el contexto de los estudiantes y a partir de una intervencion en el aula con una
unidad didéctica, desarrollan procesos que apuntan a rescatar la representacion grafica para
establecer conexiones entre las relaciones métricas y espaciales geométricas, partiendo de
situaciones presentes en el entorno de los estudiantes. La tecnologia aparece como mediador
entre el conocimiento y el estudiante, dejando de tener el papel pasivo en el cual, como es el
caso de las calculadoras, s6lo se utilizaban para determinar razones trigonométricas, medidas

de angulos y longitudes.

La fenomenologia entendida como la descripcion de fendmenos organizados por los
conceptos matematicos y la relacion existente entre ellos, surge como un eje articulador en el

proceso de ensefianza. En ese sentido, Arenas et al. (2012) sefialan que:

Algunos de estos fendmenos son la determinacién de la altura de un objeto, de
las coordenadas polares de un punto, de la direccion y del desplazamiento de
un cuerpo en un sistema de coordenadas, el rastreo de un satélite, el calculo
de distancias inaccesibles, el calculo de &reas y perimetros, el calculo de
angulos de elevacion y depresion y la construccion de componentes vectoriales
(p. 354).



Con estos fendbmenos se construye toda una estructura metodologica que permite que el
trabajo de la trigonometria tome sentido y en él sea posible determinar cuales son
especificamente las habilidades y destrezas que el estudiante esta desarrollando, a partir del
trabajo que realiza en el aula y fuera de ella. El papel del estudiante toma un rol que lo acerca
mas a la experimentacién y a la necesidad en algunos casos de construir sus propias
herramientas para el desarrollo de las actividades que se le asignan, dejando de lado la

importancia solamente en el cdlculo de datos.

La formacion de los docentes es otro punto algido en la ensefianza de la trigonometria,
y estudios como el de Comprension de las razones Trigonométricas: Niveles de comprension,
indicadores y tareas para su analisis de Araya et al. (2007) muestran que la formacion de los
docentes, en algunos casos, no permite que se generen estrategias de ensefianza que salgan de
los métodos “tradicionales”, que faciliten un aprendizaje no memoristico y que permitan una
relacion de los contenidos que se abordan con su aplicacion en la realidad; al parecer ahi
repercute una insuficiente formacion de los docentes en algunos temas, y aungue se hace
énfasis en la imposibilidad de generalizar los resultados, este estudio abre una linea de
investigacion acerca de los niveles de comprension de los docentes de matematicas. Al
parecer, esa formacion limita una ensefianza no mecénica y, a la vez, no permite encontrar en
la trigonometria la evolucidn histérica de conceptos que han aparecido en la sociedad,
vinculados a una serie de “situaciones reales”, en las cuales se gener6 un conocimiento
matematico, que no se concebia linealmente ni tampoco se generaba de forma aislada
(Figuereido, 2010). Conocer ese desarrollo historico le posibilita al docente la determinacion

de los obstaculos epistemoldgicos, de acuerdo a la forma en que pensaban los matematicos de



aquella época y de alguna manera las dificultades que pudieran estar viviendo los estudiantes

al momento de abordar contenidos matematicos.

Desde una perspectiva socioepistemoldgica, un trabajo que aporta elementos de orden
tedrico y metodoldgico, muestra que “en la escuela se trata la funcion trigopnométrica como
una extension de las razones y que su Unica explicacion sobre la unidad de medida radica en la
equivalencia entre grados y radianes en el circulo trigonométrico” (Montiel, 2005, pag. 124);
al parecer, la forma en que se trabaja la trigonometria desde un nivel escolar hasta un nivel
medio superior, se hace para dar cuenta de algunos elementos como, dominio de la funcién
trigopnométrica, equivalencia entre grados y radianes, periodicidad, entre otros; y por lo tanto,
Montiel infiere que el discurso matematico de niveles superiores asume que el trabajo
alrededor de la funcion trigonometria ya se ha elaborado, y se debe buscar la manera de
significar las practicas en un contexto que produzca conocimiento y que vaya induciendo al
estudiante a la construccién de las funciones trigonométricas. Para ello, la autora propone una
visién diferente en la forma en que se aprende y se ensefia la matematica, haciendo un estudio
detallado de las concepciones que tienen los estudiantes sobre el estudio de la trigonometria, y
de las cuales se puede inferir también cuales son los mediadores que intervienen en el proceso
de ensefianza. Dichas concepciones, anteceden a un andlisis de las nociones de seno y de
c0oseno como razon trigonométrica o como funcidn, vistas desde diferentes marcos tedricos.
Montiel, para defender su tesis desde un enfoque socio-epistemoldgico, hace una presentacion
de los momentos historicos que han permitido el desarrollo de la trigopnometria y de ellos
infiere tres momentos cruciales (matematizacion de la astronomia, la matematizacion de la

fisica y la matematizacion de la transferencia de calor) que desde su enfoque, permiten la



construccion de un modelo apoyado en actividades, practicas de referencia y practicas

sociales.

Zengin, Furkan, y Kutluca (2011) y Fiallo (2008) realizaron trabajos en los cuales
implementaron software educativos como Geogebra y Cabri, para mejorar el desempefio de
los estudiantes en el aprendizaje de algunos elementos de la trigopnometria; los primeros por
ejemplo, encontraron que en un grupo experimental al trabajar con el Geogebra, habian
avances significativos, ya que los resultados obtenidos en sus evaluaciones estaban por encima
de la media del otro grupo, y que los niveles de comprension se veian mas fortalecidos cuando

el proceso de ensefianza era asistido por el ordenador.

Esto muestra a la trigonometria como un area de interés para investigar, en la cual se
han realizado varias investigaciones Mora et al. (2012); Araya et al. (2007), Sanchez (2010),
Arenas et al. (2012), entre otras; con resultados que permitieron observar varios significados
de la razdn trigonométrica, diversos sistemas de representacion que aportan al trabajo
individual de los estudiantes y muestran la necesidad de seguir buscando estrategias didacticas
y pedagdgicas con las cuales los procesos de ensefianza y de aprendizaje, faciliten la
comprensidn de la trigonometria en relacion con el contexto que nos rodea y su comparacion

con otras situaciones reales que aparecieron a lo largo de la historia.

1.5 La modelacion en la Educaciéon Matematica

Durante la Gltima década son varios los investigadores que han trabajado la modelacion
en Educacién Matematica para desarrollar proyectos de aula. Trigueros (2009) muestra como
docentes de México interesados en mejorar los resultados de los estudiantes en sus cursos, se

apropiaron de unos referentes tedricos complementarios (modelacion con teoria de aprendizaje



de las matematicas), para intentar garantizar el aprendizaje de algunos conceptos matematicos
en sus estudiantes, y para ello, disefiaron actividades donde se pudiera aplicar la modelacién a
diferentes cursos, las cuales les permitiera introducir a los estudiantes la idea de variacién y la
ampliacion de su propia vision frente al uso de las matematicas y la fisica para abordar y

solucionar problemas reales.

Algunos investigadores como Biembengut & Hein ( 2004) abordan las potencialidades
que ofrece la modelacion como método de ensefianza, ya que permite ademas de las bondades
anteriormente mencionadas, mejorar la capacidad de leer, interpretar, formular y solucionar
problemas. Para ejemplificar estas consideraciones, presentaron una parte del trabajo que
disefiaron con una situacion avicola, en la cual abordaron conceptos matematicos como el de

derivada, funcién , matrices y determinantes, entre otros.

Otros investigadores del ambito internacional, como Borba y Villarreal (2005); han
desarrollado trabajos que muestran la importancia de la modelacién en matematicas, y
haciendo un recorrido de la evolucion del concepto desde hace varios afios, mencionan las
diferentes concepciones tomadas por diversos autores y exponen como ésta lleva al
aprendizaje de contenidos matematicos relacionados con otras formas de conocimiento,

ademas de posibiltar el trabajo interdisciplinario en convergencia con el apoyo de medios.

En el contexto nacional Villa-Ochoa (2007) desarroll6 trabajos en los cuales la
modelacion ha sido un eje transversal que posibilita relacionar el entorno cotidiano del
estudiante con las matematicas y, en esa direccion, apropiandose de la modelacion matematica
como una actividad que se realiza en el aula de clases, ha propuesto a manera de ejemplo, una

situacion que vista desde un entorno econdmico, estudia el consumo de internet en una ciudad,;



y para ello, propone una situacién a plantearse a los estudiantes con el fin de construir
conceptos relacionados con la funcion polindmica de grado cero y uno, generar la necesidad
de utilizar diversos registros de representacion y permitir el uso de software de matematicas

para su solucion.

Uno de los ultimos trabajos publicados en esta linea es el del profesor Berrio (2012),
quien desarrollé un proceso de modelacion en el aula enmarcado en el contexto del café, con
el cual, posibilité la transformacion de las concepciones que sus estudiantes tenian sobre areas
cultivables en relacién con la areas euclidianas y las superficies agrarias, ademas de generar el
reconocimietos de variables que intervienen en una situacion de contexto, con algunas
dependencias numéricas que les permitio la consolidacidn de su conocimiento, en escenarios

de experimentacion y reconstruccion de modelos matematicos.

Los trabajos mencionados anteriormente son una muestra de como la modelacion esta
siendo implementada al interior del aula, y cdémo los procesos de aprendizaje no se dan s6lo
para el estudiante, sino también para el profesor que pone una serie de elementos dentro de la
dindmica que el proceso necesita. Estudiar la matematica a lo largo de la historia permitié
localizar en algunos contextos, situaciones donde ésta ha jugado un papel importante al
momento de afrontar la solucion de algunos problemas que fueron emergiendo en la relacion
hombre-mundo real. Dichos contextos posibilitaron que en la actualidad dentro de la
Educacion Matematica, se vea en la modelacion, una estrategia que permite dotar de sentido la
matematica al interior del aula y establecer otro tipo de vinculos de caracter cognitivo, social y

ético entre los estudiantes, los conceptos matematicos y el entorno que les rodea.



En el capitulo dos retomaré la modelacion para describir las condiciones en las cuales
se puede llevar a cabo una experiencia en el aula, ademas de mirar la importancia de la

tecnologia en el desarrollo de la misma.

1.6 El problema de investigacién

La introduccién de la trigonometria al aula de clases, como hasta ahora he mostrado, ha
estado acompafiada de diferentes circunstancias que han permeado los procesos de ensefianza
y los procesos de aprendizaje. Algunos de ellos al parecer, se atribuyen a las falencias en los
programas de formacion de profesores y otros caen en diferentes obstaculos didacticos o
epistemoldgicos que han aparecido a lo largo de la historia de la mano con el desarrollo de la

trigonometria.

La imposibilidad de algunos profesores de establecer relaciones entre la trigonometria
y el “mundo real”, terminan agregandole a los diferentes procesos de ensefianza, una serie de
obstaculos que afectan directamente la comprension de la misma, y con ello, también se ven
afectados los resultados obtenidos en diferentes pruebas de caracter institucional, nacional e
internacional, las cuales en algunos casos, no indagan por resultados, valores, procedimientos,
entre otros, sino por analisis, conclusiones y conjeturas que se elaboren a partir del estudio de
situaciones muy precisas con las cuales se intenta valorar el nivel de aprendizaje de las

matematicas escolares.

Las situaciones mas comunes con las cuales se quiere mostrar en el aula la importancia
de la trigonometria han estado relacionadas frecuentemente con la medicion de alturas o en su
defecto, con la necesidad de hallar alguna medida; sin embargo, esos contextos historicos que

ya se mencionaron anteriormente y en los que sobresalen aquellos que dejan ver otros



elementos como la periodicidad, el analisis de datos reales, la abstraccion de informacion de
un fendmeno determinado, la medicion en relacion con otras variables, entre otras, han
quedado al parecer rezagadas en el aula de clase, por lo que no se presenta en algunos casos un
procesos de ensefianza que permita establecer la suficiente relacion entre contextos y

trigonometria.

Como una manera de atender a este tipo de necesidades en la literatura, se observa la
modelacion matematica como una estrategia que al vincular las matematicas con contextos o
situaciones de las demas ciencias, posibilita un aprendizaje en el cual las matematicas tienen
otros significados, en esta direccion (Villa-Ochoa, 2007) plantea que

La modelacion matematica, mas que una herramienta para construir
conceptos, se convierte en una estrategia que posibilita el entendimiento de un
concepto matemético inmerso en un ““micromundo’ (contexto dotado de

relaciones y significados) que prepara al estudiante para ir desarrollando una

actitud diferente de preguntarse y abordar los problemas de un contexto real.
(p. 70).

Por el desarrollo que han tenido las matematicas a lo largo de la historia y la
importancia que ha tenido al interior de otras ciencias aportando elementos para su avance,
desarrollaré una propuesta de trabajo al interior del aula que permita desde la modelacion, la

produccién de algunos conceptos relacionados con la trigonometria.

En este sentido esta investigacion aborda la siguiente pregunta:

¢Como a través de la modelacion matematica los estudiantes producen algunos

aspectos conceptuales de la funcion trigonométrica seno asociados a la medicion del tiempo?



1.7 Objetivo

Caracterizar algunos aspectos conceptuales de la funcidn trigonométrica seno que

producen los estudiantes cuando abordan su estudio a través de la modelacion matematica.



Capitulo 2

2. REFERENTES TEORICOS

En el primer capitulo realicé una breve descripcién de algunos trabajos enfocados en la
modelacion matematica, en los cuales, investigadores del ambito nacional e internacional, han
venido observando otras perspectivas desde donde se puede rescatar en el aula el papel de la
matematica en relacidn con el contexto de los estudiantes, sus intereses y unos topicos de
estudio particulares, que les permita construir conocimiento matematico vinculado a

escenarios de discusion, experimentacion y simulacion.

En este capitulo presentaré una serie de consideraciones tomadas desde varios
investigadores, los cuales han construido aportes tedricos sobre el papel de la modelacion en la
escuela y la forma como ésta contribuye a la construccion del conocimiento matematico en los
estudiantes. No es una finalidad de este trabajo encontrar elementos en los cuales dichas
consideraciones teoricas converjan o presenten diferencias; sin embargo, al realizar una
revision bibliografica encontré que para el desarrollo de la presente investigacién era
importante considerar la forma como cada uno de los autores le ha aportado al proceso de
modelacion matematica en el aula; por ello, la eleccidn del material a estudiar, no la hice
desde investigaciones que tenian un fondo mas filosofico que préactico, ya que, en este caso, mi
problema de investigacion esta mas dirigido al trabajo de campo con los estudiantes, y por lo
tanto, mi necesidad inicial fue indagar fuentes de informacion que permitieran tener un amplio
panorama de como desarrollar el proceso de modelacion en el aula con los estudiantes, cuéles

son las perspectivas desde las que se concibe este proceso Yy el tipo de relaciones que existe



entre la modelacion y el conocimiento matematico que se construye en este tipo de procesos.
Inicialmente retomaré algunas ideas sobre la modelacion en el aula de clases y sus aportes a la
educacion matematica, luego presentaré las perspectivas desde las cuales se han hecho
elaboraciones tedricas alrededor de la modelacion, y finalmente desarrollaré unos elementos
tedricos relacionados con la modelacién, la tecnologia, los procesos de experimentacion y
simulacion, que me permitieron construir una mirada personal de la modelacion en educacion
matematica y dieron origen al disefio de una intervencion en el aula, que presentaré en el

siguiente capitulo.

2.1 La modelacion matematica en el aula de clase

Durante la Gltima década son varios los investigadores que han aportado desde sus
trabajos a la ensefianza de la matematica, teniendo como estrategia didactica la modelacion
(Burkhardt , 2006); Biembengut & Hein, ( 2004); Trigueros, (2009); Villa-Ochoa (2007);
Kaiser & Schwarz, (2010). Segun la literatura internacional, la modelacién, ofrece otra
posibilidad de trabajar la matematica en el aula de clase, permite abordar varios conceptos
matematicos, no desde la intencion de llenar de historia o de informacién un preambulo
dirigido al desarrollo de una clase, sino con el propésito de generar conocimiento matematico
desde el estudio en colectivo de un problema “ligado” a la realidad del estudiante. Dichos
nexos requieren de un cambio en la forma como los docentes desarrollan sus clases,
trascendiendo la ensefianza de una matematica descrita en mallas curriculares y optando por
un proceso en el cual, el estudiante tenga otro rol que le permita ser participe de la
construccion de su propio conocimiento desde la experimentacion, el analisis, la toma de
decisiones y la estructuracion de modelos matematicos, entre otros. En este sentido, Trigueros

(2009) apunta que “en la mayor parte de los acercamientos a la modelacién se intenta, méas



bien, aprovechar las ideas que surgen de los estudiantes para introducir conceptos importantes
de la matematica” (pag. 80). Este tipo de consideraciones impone a los docentes una serie de
necesidades y una gama mas amplia de estrategias de ensefianza que favorezcan la
convergencia de los intereses de los estudiantes a los procesos de aprendizaje de la
matematica; algunas de estas estrategias deben ser en términos de Burkhardt (2006), diferentes
a las utilizadas por la mayoria de los profesores para impartir el curriculo esencialmente

imitativo que domina las aulas en la mayoria de los paises.

El trabajo con modelacién matematica en el aula de clases conlleva a los estudiantes a
la estructuracién y validacién de modelos matematicos, los cuales se tomaran como “un
conjunto de simbolos y relaciones matematicas que intentan describir, explicar, predecir y
solucionar algunos aspectos de un fendmeno o situacion” (Villa-Ochoa, 2007, p. 67); de alli
que para lograr que tenga sentido su desarrollo dentro del aula de clase, es de vital importancia
escoger cuales son esos fendmenos objeto de estudio para los estudiantes, pues se busca que
ellos focalicen alli sus intereses y generen unas discusiones particulares alrededor de la

situacion que se les presenta.

Hablar de modelacion en el aula de clases no es sdlo construir una serie de escenarios
donde los estudiantes encuentren una expresion matematica que describa un fenémeno real;
segun Burkhardt (2006), las personas buscan modelos que parecen prometedores para explicar
las caracteristicas de datos, pero a menudo éstos resultan incompletos; por lo que reducir el
sentido de la modelacion sélo al hallazgo de una serie de términos matematicos, es dejar de
lado las bondades que en dicho proceso los estudiantes vivencian, a la vez que se omite una
serie de situaciones en la cuales el estudiante mismo conjetura y reflexiona alrededor de la

situacion a la que se enfrenta. Segun Trigueros (2009), en el proceso de modelacion en el aula,



no se piensa en construir la matematica para luego establecer un proceso de modelacion, sino
que se construye un conocimiento matematico a partir de la interaccion y reflexion del
contexto-estudiante, en el cual el docente deja de tener un papel protagonico para entregarle al
estudiante la responsabilidad de tomar decisiones que le permitan construir toda una serie de

significados de la situacion que esté estudiando.

Los contextos que posibilitan llevar a cabo el proceso de modelacion en el aula, no son
solo los diferentes entornos que rodean al estudiante comun en un aula de clases; algunos de
ellos emergen en el discurso docente-estudiante-conocimiento, y otros, de los diferentes
significados que afloran en ese dialogo pedagdgico desde el cual se espera que el estudiante

tome un papel protagénico y con el cual se tome su atencion.

En las diferentes construcciones tedricas consultadas para el presente trabajo, se
observa que la modelacion es un proceso que pasa por una serie de momentos, etapas o
también llamadas fases, en las cuales varios de los autores coinciden, se desarrolla toda la
estrategia, haciendo énfasis en que no se da de forma lineal y, que por lo tanto, es posible que

se este retroalimentando constantemente, para redisefiar algunos elementos que la conforman.

Desde la literatura, a la unidad que forman cada una de estas fases se le conoce como el
ciclo de modelacion (Villa-Ochoa & Ruiz, 2009) y se hace alusion a una serie de etapas, entre

las cuales aparece:

- La consecucion a un fendmeno del mundo real (real en cuanto a la posibilidad de
encontrarse en el contexto cotidiano que vivencian los estudiantes o en un hecho
historico). Dicho fendmeno llevado a un proceso experimental permite la

observacion de diferentes particularidades cuantificables con las cuales, se puede



intentar obtener una serie de datos y asi intentar la construccion de un modelo
matematico.

- Laconsolidacion del modelo que permita la interpretacion de algunos resultados a
la luz del fendmeno mismo y en algunos casos la posibilidad de prediccion que
emerge de su estructura matematica.

- Elandlisis del modelo para la estructura de una solucion matemaética.

- Elandlisis de la solucion matemaética a la luz del modelo, desde la cual se
determinan unas conclusiones.

- Las conclusiones que emergen del analisis mismo del modelo en relacion con el
fendmeno y en coherencia con los resultados arrojados, permitiendo la
consolidacion del mismo vy la elaboracion de su respectiva evaluacion y

verificacion, dando por terminado el ciclo.

Sial validar la coherencia entre el modelo encontrado y el fendmeno estudiado no se
encuentran las relaciones esperadas, “se comienza de nuevo partiendo de la evaluacion del
fendmeno enriquecido con los andlisis, se hace una observacion, se ajustan los datos, las
variables y se continda la modificacion del modelo... y asi sucesivamente” (Villa-Ochoa &

Ruiz, 2009, p. 5)

Desde el punto de vista anterior, la modelacion es concebida como un proceso y
particularmente para los modeladores expertos, modelado realmente implica "mirar hacia

adelante™ y "hacia atras" (Burkhardt, 2006), lo que lleva a realizar una constante revision a



cada uno de los procesos y conclusiones que van obteniendo los estudiantes, para posibilitar
los procesos de validacion en colectivo y, por lo tanto, es importante vivir cada una de las
etapas del ciclo sin el afan convencional que se maneja en un aula de clases, donde cada una

de las orientaciones van encaminadas a la terminacién del contenido tematico.

Como se menciond anteriormente, la modelacion matematica exige que el docente
amplie su gama de estrategias para trabajar en el aula, que se desligue de la tarea de mencionar
conceptos, construir procesos algoritmicos e imponer una serie de retos a sus estudiantes, ya

que como lo indica Trigueros (2009):

La modelacion no es una tarea facil. Pensar como objetivo ensefiar
ambas cosas [modelacion y matematicas] simultdneamente seria muy
complicado. El tiempo que puede perderse en este tipo de técnicas en un curso
cuyo objetivo no es ensefiar a modelar, puede empafar el propdsito real de
éste que es la introduccién de ciertos conocimientos matematicos, y perder la
atencion de los estudiantes en los aspectos conceptuales importantes de la

disciplina. ( p. 85)

Aunque el papel del docente deja se ser protagonico, no por ello pierde importancia
para el trabajo en el aula; la modelacion matematica exige de él una postura creativa, realista,
critica e innovadora que le permita a sus estudiantes descubrir la riqueza de la matematica y su

relacion con los diferentes contextos en los cuales la matematica puede tener presencia.

Los escenarios, sin embargo, que favorecen el proceso de modelacion pueden en
algunos casos presentar limitaciones, y como lo plantea Biembengut & Hein (2004), el
curriculo, el horario dispuesto para las clases, el nimero de estudiantes por aula, y la falta de

tiempo para acompariar simultaneamente el trabajo de los alumnos, puede alterar el proceso de



modelacion y obligar al docente a realizar modificaciones para su culminacion. Otros factores

apuntan a la necesidad de introducir tecnologia en el aula, ya que como lo menciona Burkhardt
(2006), ésta proporciona un apoyo inestimable para que los estudiantes establezcan estructuras
analiticas, exploren en el cambio de valores, y efectten célculos de comprobacion por rutas

alternativas.

El desempefio de los estudiantes es otro punto en el cual se debe prestar atencidn,
puesto que al parecer no todos los estudiantes pueden lograr interiorizar los conceptos de la
forma esperada (Trigueros, 2009), lo cual muestra nuevamente la importancia de estar
realizando una revision constante del proceso para mirar que tipos de significados construyen
los estudiantes, ya que el avance en los grupos de trabajo no es homegéneo, y pueden
elaborarse concepciones equivocas en relacion con las reflexiones que se hagan; sin embargo,
como la modelacion matematica en el aula ofrece ciertos vinculos que permiten otro tipo de
acercamiento de los estudiante a la matematica, éste proceso permite que los estudiantes estén
interrogandose constantemente y poniendo en juego sus concepciones con otros compafieros,
por lo que es posible estar en una constante re-construccion de los elementos que acercan al

estudiante con la matematica en la realidad.

2.2 Algunas perspectivas de la modelacion matematica en Educacion Matematica

Generar cambios en la ensefianza de las matematicas, lleva consigo un conjunto de
ideas y objetivos que develan la necesidad de concebir de forma diferente la matematica
dentro de dicho proceso, puesto que, como se menciond anteriormente, no es trabajar la
matematica para posteriormente abordar el proceso de la modelacién en el aula, sino construir

conocimiento matematico dentro de dicho proceso. El analisis de esta serie de objetivos



posibilito la descripcion de este apartado, entendiendo que la modelacion como parte de un
proceso de generacion de conocimiento matematico, no se da siguiendo una sola linea de
trabajo o idealizando una serie procedimientos que garanticen el aprendizaje de los
estudiantes, en este sentido Kaiser & Sriraman (2006), puntualizan que no existe una
comprension homegenea sobre la modelacion y sus fundamentos epistemoldgicos en el debate
internacional sobre la tematica; lo que llevaria a pensar, que para comprender dicho proceso
en educacién matematica, se debe ser consciente de las diferentes particularidades que ella
tiene y la forma como varias personas la han concebido y han trabajado con ella; por lo que se
deben estudiar sus mecanismos de implementacion en diferentes lugares donde se ha
investigado y se han elaborado cosntrucciones tedricas que le aportan a ese debate

internacional.

Al parecer, se ha venido elaborando una caracterizacion de los diferentes enfoques a
los cuales apunta el proceso de modelacion en matematicas; un primer acercamiento a estas
consideraciones para el presente trabajo, se realizo desde la investigaciones de Kaiser &
Sriraman (2006), en la cuales se pueden encontrar algunas de las perspectivas en modelacién
matematica, sus objetivos, su relacién con otras teorias y su origen; por lo tanto es posible
apartase un poco de algunas consideraciones que tienen un elevado fondo filoséfico y
centrarse mas en una categorizacion que permita establecer una serie de estrategias didacticas

y relaciones mundo real-matematica desde los cuales se puede abordar la modelacion

matematica.
Nombre de la Objetivo central Relacion con Bases
perspectiva perspectivas

anteriores




Realista Resolver problemas el Perspectiva Pragmatismo
mundo real, la pragmatica de Pollack | Anglosajény las
comprension del mundo matematicas aplicadas
real, la promocion de las
competencias de
modelado
Contextual Subject-related and informacion Debates de solucion a
psychological transformacion problemas de Estados
goals, i.e. solving word enfoques principales Unidos
problems a sistemas asi como las practicas
diarias en la escuela y
el
laboratorio
psicolégico
Educativa Relacién pedagogia y Perspectiva integrativa | Teorias didacticas
En sentido de lo: sujeto (Blum, y teorias del
a) Didactico a) Estructuracion de | Niss) y desarrollos del | aprendizaje.

b) Conceptual

los procesos de

aprendizaje

y Su promocion.
b) Introduccion de

conceptos y

desarrollo.

enfoque
cientifico-humanista.

Socio-critica

Comprension critica
de los alrededores
mundo

perspectiva
emancipadora

Enfoque Socio-critico

en sociologia politica

Epistemoldgica

promocion de
la teoria del desarrollo

Perspectiva Cientifico-
humanista
"early"” Freudenthal

Epistemologia romana

Cognitiva
(descrita como una
especie de meta
perspectiva)

Objetivos de
investigacion:

a) Analisis de los procesos
cognitivos que tiene lugar
durante el proceso de
modelado y la
comprension de estos
procesos cognitivos
Objetivos psicoldgicos:
b) promocion de la
matematica en

procesos de pensamiento
mediante el uso de
modelos como imégenes
mentales e incluso
imagenes fisicas,

o0 haciendo hincapié en el
modelado como proceso
mental, como abstraccion
0 generalizacion.

Sicologia cognitiva.




Tabla 2. Clasificacion de las perspectivas actuales en modelacion. Traduccién propia tomada en inglés de (Kaiser &
Sriraman, 2006, p. 304)

Las perspectivas descritas anteriormente, surgieron de un analisis realizado a las
propuestas convocadas por la revista ZDM en 2006. Los investigadores Kaiser & Sriraman
(2006), presentaron esta categorizacion con toda una serie de construcciones tedricas que se
fueron elaboradas por diferentes autores inscritos en unos constructos particulares; en cada una
de ellas, al parecer es posible desarrollar cada una de las etapas del ciclo de modelacidn; sin
embargo, la mirada se centrara en aspectos diferentes dependiendo del enfoque que se tome y

los analisis que se elaboren con el material construido por los estudiantes.

Dada la variedad de enfoques desde los cuales puede abordarse la modelacion
matematica y teniendo en cuenta algunos elementos diferenciadores, este trabajo de

investigacion toma algunos de ellos segun lo exija la situacién.

Una mirada particular a la modelacién matematica muestra como los estudiantes toman
desiciones de acuerdo con el sistema cultural del que han venido haciendo parte, por lo tanto,
para solucionar un problema propuesto en clase de matematicas se piensa que un primer
acercamiento se hace desde el interior de las mismas, y por ello, al reducir la solucion a la
elaboracién de una expresion matematica, se esta dejando de lado la estructura cognitiva que
el estudiante moviliza para entregar, lo que en algunos casos es, su propia conclusion. En este
sentido, Barbosa (2006) afirma que el discurso de los estudiantes son los datos, los cuales son
una traduccion de lo que esta pasando en su cabeza regulado por el lenguaje que socialmente
orienta lo que pensamos. Al respecto, se propone que ellos tengan la posibilidad de generar
discusiones alrededor de ciertas caracterizaciones que se desprenden de la relacién

matematicas-realidad.



La comprensién del modelo matematico construido por los estudiantes, no puede
vincularse sélo a la solucién del problema; en este sentido, Borba & Villarreal (2005) afirman
que el modelo por si mismo no puede determinar lo apropiado de su aplicacion, sino es por el
andlisis y la discusion de las personas que llegan al mismo, los hallazgos, las convergencias y

las limitaciones, que se dan en un examen colectivo de la solucion que se acepta para tal fin.

El tipo de problemas trabajados en este sentido, deben extraerse de la realidad del
sujeto que los estudiard, de los contextos cotidianos de las ciencias, pero no del interior de las
matematicas, puesto que se trata de producir conocimiento matematico a partir de la realidad
cercana al sujeto y no de entornos en los cuales él no pueda inferir ciertos elementos de base
que componen las construcciones tedricas desarrolladas en contextos cientificos. Dichos
problemas deben propiciar cierto tipo de discusiones, de las cuales Barbosa, (2006) propone

las siguientes:

- Discusiones matematicas referidas a ideas que pertenecen al campo de la matematica.

- Discusiones tecnoldgicas referidas a las técnicas de construccion del modelo
matematico.

- Discusiones reflexivas referidas a la naturaleza misma del modelo, los criterios

utilizados para su elaboracion y los efectos de su utilizacién.

Las consideraciones anteriores dejan claro que, el trabajo en grupo, los debates y otro
tipo de interacciones llevadas a cabo por los estudiantes, hacen parte del proceso de
modelacion matematica, y que en este tipo de entornos los estudiantes tienen una visible
produccién de conocimiento y re-elaboracién de significados alrededor de la regulacion que

ejerce el otro en el conocimiento que colectivamente se construye.



En el siguiente apartado desarrollaré una mirada de la modelacion que sera
fundamental para el desarrollo de la presente investigacion, aclarando que no es una finalidad
de la misma seguir un ciclo, sino observar de qué manera se produce conocimiento
matematico alrededor de una situacion de estudio, en la cual, el modelo matematico no se
reduce a expresiones algebraicas, ya que en su lugar, la experimentacion y la simulacién como
categorias emergentes de la modelacion, permiten la construccién de conjeturas afines con el

andlisis de las funciones trigonométricas seno y coseno.

2.3 La modelacion matematica con tecnologia

En el ambito escolar, ya ha sido ampliamente debatido que la modelacion no es una
tarea facil (Trigueros, 2009) y que al estar constantemente sometida a la discusidn, ella debe
permitir la descentralizacion de una serie de procedimientos que hacen parte de la ensefianza
imitativa que es comdn encontrar en aulas de clase. Las perspectivas que se elaboraron
alrededor de la modelacion, van en conjunto dirigidas a la transformacién de la forma como el
estudiante aborda el conocimiento matematico y no trabajando en un sentido donde la
reflexién esta doblegada ante la construccion de conceptos, dirigida por colectivos de
profesores con premura por terminar ciclos de ensefianza, sino, encontrandole sentido a las
matematicas que van emergiendo en la solucion de problemas. En este &mbito, la modelacion
no es un proceso sencillo y al respecto, Burkhardt (2006) habla de la necesidad de usar la
tecnologia para tal fin, ain abordando el estudio de un tema sencillo, pues al parecer, las
bondades que ésta ofrece, proporcionan un apoyo invaluable al establecimiento de estructuras
de andlisis, la variacion producida por diferentes tipos de datos y la disposicion de maltiples
rutas de comprobacion de los resultados. Desde esta mirada, se hace importante abordar en

este trabajo, el constructo tedrico (Humans-with-media), desarrollado por los profesores Borba



& Villarreal (2005), en el cual parte de su discurso no se reduce a la forma como es utilizada
la tecnologia al interior del aula, sino que intenta analizar qué tipo de conocimiento se da,
cuando se construye el conocimiento mediado por la tecnologia y el papel que juega la

experimentacion matematica en este proceso.

2.3.1 Modelacion vs Experimentacion

Una mirada a la experimentacion muestra que el uso de experimentos le ha permitido
al hombre a lo largo de la historia, la reflexion de ciertos fendmenos de los cuales no se puede
discernir con facilidad la génesis de su naturaleza y las consecuencias producentes del mismo;
su practica lo fue convirtiendo en un método para augurar resultados, dada la posibilidad de
manipular los factores que se estudian en diferentes condiciones, permitiendo la validacion o
refutacion de hipotesis. En este sentido, el constructo tedrico afirma que la tecnologia tiene un
papel primordial en relacion con el uso de experimentos en matematicas y en la educacion
matematica, y que por ello, las matematicas experimentales se han abierto campo, impulsadas
por el impacto de los computadores. Al respecto Borba y Villarreal (2005) hablan de un
movimiento en la comunidad matematica que valora el proceso de experimentacion en la
produccién de matematicas, y hacen énfasis en el papel de la tecnologia representada entre
otros, en ordenadores, calculadoras gréaficas y diferentes interfaces que vinculados a ellos,
pueden tomarse en conjunto como una unidad (humanos-con-los medios) reorganizante del

pensamiento y de la forma misma como se produce conocimiento.

Desde esta perspectiva, se introduce otro tipo de relacion entre la experimentacion y la
tecnologia, que en términos de dicho constructo se llama experimentacion-con-tecnologia, y
en la cual, la tecnologia no es concebida como una herramienta de uso de la experimentacion,

sino que el vinculo mutuo de éstas permite establecer otro tipo de conjeturas e ideas nuevas,



que se producen cuando se dispone de multiples representaciones de la informacion, de
diferentes tipos de “pruebas” y de otro tipo de dindmicas en el llamado “ensayo-error”, dada la
posibilidad de poder en algunos casos, reestructurar un proceso y validarlo ilimitadamente.
Aqui la experimentacion-con-tecnologia es parte de un proceso que aunque en algunos casos
no se ve, abre la posibilidad de deducir las estructuras del conocimiento que se va

construyendo.

La asociacion de la experimentacidn, la tecnologia y la modelacion, en palabras de
Borba & Villarreal (2005), contribuye a un enfoque pedagdgico que también estara en
resonancia con la accesibilidad a la matematica de todas las personas que con diversas
aptitudes se encuentran con ella, y no s6lo a algunos que a futuro se pueden dedicar a su
estudio. En esta mirada, la modelacion es un modo experimental de hacer matematicas que
desarrolla una forma de pensar particular e interpretativa, relacionada con la produccién de
conocimiento, la reunion de abstracciones y las formalizaciones relacionadas con fendmenos.
En esta direccion Bassanezi citado en Borba & Villarreal (2005), considera que los pasos en
un proceso de modelacion son la experimentacion, la abtraccion, la resolucion, validacion y
modificacion, dejando de lado la importancia de un modelo matematico, poniendo como actor
fundamenta la experimentacion y con ella todas las diferentes alternativas en que se puede

generar conocimiento no suceptible de ser validado y modificado en el proceso.

Los significados re-elaborados por los estudiantes en el proceso de modelacion
brindaran la posibilidad de analizar cuéles son aquellos fenémenos que permiten establecer
vinculos entre las matematicas y el mundo real, donde el colectivo de estudiantes a pesar de
sus limitaciones, estructura modelos, los analiza y los valida a la luz de su propia concepcion

del mundo, elaborando en palabras de Trigueros (2009) sus sistemas conceptuales.



2.3.2 El papel de las gréficas en la modelacion

Como se presentd anteriormente, el uso de la tecnologia ofrece una serie de elementos
que generan otro tipo de dindmicas al interior del aula, una de ellas, la posibilidad de tener
diferentes tipos de representacion de las caracteristicas relacionadas con el fendmeno que se
esta estudiando, por ello, otro referente que complementa esta mirada particular de hacer
modelacion en el aula es el desarrollado por los investigadores Suarez & Cordero (2010),
quienes han adoptado la modelacion como una construccion tedrica que realiza un individuo
cuando al enfrentarse a una tarea matematica, pone en escena sus conocimientos. En este
sentido, hablan de la estructura propia que posee la modelacién, constituida por un sistema
dinamico en el cual la simulacion, es un medio que permite el desarrollo del razonamiento y la
argumentacion. En esta perspectiva formulan un marco de referencia en la que convergen la

modelacion y la graficacidn para la construccion de nociones de cambio y de variacion.

La construccion y el uso de graficas en modelacién para Suarez & Cordero (2010), los
llevé a estudiar el uso de las gréficas en la Figuracion de las Cualidades de Oresme; y citando
a Crombie sefialan que “se ha identificado en este uso evidencias de modelacion, en el sentido

de aplicar la matematica de la época para explicar cambio en las cantidades fisicas” (p. 322).

En este marco de referencia se tienen en cuenta tres premisas elaboradas por Suarez &

Cordero (2010), las cuales se mencionan a continuacion:

- Lagraficacion antecede a la funcion, ya que ésta permite la construccion de ideas de
variacion. (Funcionalidad-1)
- Lagrafica es argumentativa, ya que pasa a ser un elemento central de explicaciones y

ello permite la construccion de argumentos. (Funcionalidad-2)



- Eluso de las gréficas tiene un desarrollo en modelacién, permite la cuantificacion del

movimiento y ciertas caracteristicas asociadas con éste. (Funcionalidad-3)

En esta elaboracién tedrica, las graficas toman un papel importante para la
construccion de conocimiento matematico, del cual los autores concluyen que éstas, incluyen
decisiones sobre eleccion de las variables a representar en cada eje coordenado, puntos de

referencia y la percepcion de aspectos caracteristicos de la grafica.

En conjunto, los elementos anteriores muestran que la modelacion en matematica va
mas all& de la consecucién de un modelo validado, éste aunque es muy importante para
algunos autores, puede ser en algunos casos una limitante para el trabajo con los estudiantes,
ya que pasar de la lectura de un fendmeno a la construccion de un modelo matematico que lo
describa, es una accion mediada por toda una serie de visualizaciones, reflexiones,
simulaciones, equivocaciones y conjeturas, entre otros elementos, que nutren toda la parte

experimental en un proceso de modelacion.



Capitulo 3

3. METODOLOGIA

En el presente capitulo presento el disefio metodoldgico con el cual se realizo la
investigacion; las etapas y técnicas para la recoleccidn, analisis de datos y validacion de
resultados; en este sentido asumiré al investigador en palabras de Quecedo & Castafio (2002),
como parte del entorno que estudia en interaccion con sujetos inmersos en un contexto donde
se producen continuamente acontecimientos, y por ello, esa interaccién con el grupo de
estudiantes sera un mecanismo de gran utilidad para definir algunos elementos que
fundamenten la investigacion y le den el sentido a toda la dindmica del proceso. La
consolidacion de este disefio se realizara siguiendo algunos de los caminos definidos desde el

enfoque cualitativo de investigacion, del cual presentaré algunos elementos a continuacion.

3.1 El enfoque cualitativo de la investigacion

Desde hace varios afios, estudios realizados con metodologias cualitativas han estado
presentes en diversos trabajos de investigacion (Gémez, 1998; Villa-Ochoa, 2011; Berrio,
2012) entre otros, en los cuales se observa en términos de Quecedo & Castafio (2002), la
produccién de datos descriptivos, en relacion con las palabras (habladas o escritas) de las
personas involucradas en la investigacion y las conductas observables. En esta linea, la Red

Colombiana de Modelacion en Educacién Mateméatica (RECOMEM) de la cual hago parte, ha
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abordado algunas investigaciones alrededor de la modelacidn en Educacion Matematica,
mostrando otra dindmica que se genera al interior del aula de clase, cuando se pueden
establecer algunas conexiones entre el “mundo real” y algunos contextos propios de las
ciencias, atravesadas por el uso de medios. Esto es coherente con los planteamientos Williams
et.al (2013) y de Borba & Villarreal (2005) quienes sefialan que en el campo de la modelacién,
ven en la tecnologia un medio que permite tener otras formas de representacion y proporciona
otra forma de ensefiar las matematicas. Estos medios (en términos de Borba y Villarreal) o
artefactos (en términos de Williams) permiten el trabajo en matemaéticas con otro tipo de
experiencias para los estudiantes, diferentes en a aquellos que implican el uso de libros, donde
la dindmica gira alrededor de la teoria, los ejemplos y los ejercicios. Una caracteristica
presente en la investigacién cualitativa, es la vision particular que las personas que estan
siendo estudiadas hacen de las acciones, eventos y circunstancias que rodean el contexto en el
que estan inmersos (Aravena et al., 2006) v, en esta direccion, puesto que la pregunta de
investigacion indaga sobre los aspectos conceptuales que emergen en un proceso de
modelacién en el aula de clases, en relacion con la funcién trigonométrica seno, esta
investigacion se abordara desde un enfoque cualitativo dado que desde esta perspectiva, es
posible centrar la mirada en la forma como los estudiantes comprenden y profundizan aspectos
que intervienen en la experimentacion y simulacion con elementos que subyacen del trabajo

con representaciones graficas y movimientos dependientes en un reloj.

La produccién de conocimiento en esta linea debe contemplar algunas condiciones que
desde Sandoval (2002) llevan a la recuperacion de la subjetividad, la reclamacion de la vida
cotidiana como escenario para comprender la realidad socio-cultural y la intersubjetividad y el

concenso, como vehiculos para acceder al conocimiento validado de la realidad humana. Los
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vinculos establecidos entre estudiantes, conocimiento e investigador, permitiran crear
condiciones de validacion y verificacion de algunas consideraciones que puedan emerger en el
desarrollo de la investigacion, las cuales en algunos momentos puedan ser puentes entre una

apreciacion propia de la realidad y un concepto matematico desarrollado desde la misma.

Bajo estas condiciones y teniendo en cuenta los elementos mencionados anteriormente,
la investigacion desarrollada desde un abordaje cualitativo, en términos de Bodgan & Biklen

(1994) citado en Villa-Ochoa ( 2011) implica:

1. Que la fuente directa de datos sea el ambiente natural.

2. Que la investigacion tenga un fuerte componente descriptivo

3. Que los investigadores se preocupen mas por los procesos que por los resultados

4. Una tendencia a analizar los datos de forma inductiva

5.Y el significado se convierte en un elemento de importancia capital dentro de la

investigacion

Por lo tanto, de la relacion de las consideraciones anteriores con el proposito de la
investigacion y el marco tedrico, tomaré como método para el desarrollo de la investigacion el
estudio de casos y en el proximo apartado, desarrollaré algunas consideraciones con relacion a

dicho método.
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3.2 El método

Conforme he mencionado en el desarrollo de este documento y dada la naturaleza de
esta investigacion, cuyas raices se encuentran al interior de las aulas de clase, pretendo dar una

respuesta a la pregunta:

¢ Como a traves de la modelacion matematica los estudiantes producen algunos

aspectos conceptuales de la funcion trigonométrica seno, asociados a la medicion del tiempo?

Un acercamiento a la pregunta me llevé a indagar acerca del proceso de modelacion en
el aula de clase, su desarrollo, sus ventajas, limitaciones y la forma en que puede llevarse a
cabo en el aula, motivo por el cual, elegi el estudio de casos, como método de investigacion
puesto que en palabras de Yin (2009), las preguntas que se enfocan en el “cémo” o el “por
qué” de un fendmeno social son especialmente un indicador para optar por la eleccién de

dicho método para la investigacion.

Varios autores han definido el estudio de casos, entre ellos destacaré tres que he
encontrado en varios documentos de estudio. Yin (2009, p. 9) define que un estudio de caso es
una pregunta empirica que investiga un fenémeno contemporaneo dentro de su contexto de
vida real, sobre todo cuando los limites entre el fendmeno y el contexto no son claramente
evidentes; para él, el estudio de casos comprende una forma de abarcar el método en su
totalidad con una légica que incorpore el acercamiento al objeto de estudio y al analisis de

datos.

De otro modo, Stake (2007, p. 11) sefiala que el estudio de casos “es el estudio de la
particularidad y de la complejidad de un caso singular, para llegar a comprender su

actividad en circunstancias importantes”; el caso se estudia por el interés que genera por si
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mismo y de él [en el enfoque cualitativo] se esperan descripciones abiertas y la comprension
mediante experiencias; puesto que es una funcion constante del investigador en el estudio de

casos, la interpretacion de su centro de observacion.

En esta perspectiva Salkind (1999) lo define como un “método empleado para estudiar
a un individuo o una institucién en un entorno o situacion unicay de una forma lo més intensa

0 detallada posible” (p. 211).

Las consideraciones anteriores dejan ver como, aunque no hay un discurso lineal que
proyecte unicidad entre los diferentes elementos que defienden los autores, el estudio de casos
ofrece una serie de herramientas para el desarrollo de la propuesta de investigacion, dado que
su fuerte componente descriptivo permite establecer unas unidades de analisis particulares, en
las cuales el investigador puede interactuar con el contexto de estudio y desde alli plantear y
hacer un andlisis de la informacion, puesto que en palabras de Stake (2007), este tipo de

estudios cualitativos se beneficia de la forma cotidiana de conocer las cosas.

En el siguiente apartado presentaré el disefio que se llevo a cabo en esta investigacion y
en palabras de Yin (2009), en éste estara la secuencia logica que conecta todo el conjunto de
datos empiricos a las respuestas que arroje inicialmente la investigacién y finalmente a la

elaboracion de las conclusiones.

3.2.1 El disefio

Desde las orientaciones de Yin (2009) se tendran en cuenta las preguntas de estudio,
las proposiciones y las unidades de analisis, asi como la forma en que ambas se conectan en el
ambiente del desarrollo de la investigacion, para poder realizar una interpretacion y andlisis de

los hallazgos que emerjan durante el desarrollo del proyecto.
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3.2.2 La pregunta de estudio y una proposicion

Como se presentd en apartados anteriores, la presente investigacion da una respuesta a
cémo los estudiantes producen conocimiento matematico relacionado con la funcion
trigonométrica seno en un proceso de modelacion. Desde una perspectiva amplia sobre la
modelacidn, asumo que esta pregunta puede tener una variedad de respuestas en cuanto a la
forma como se aborde el “como”; sin embargo, para el presente trabajo sera de gran ayuda no
solo detenerse en la observacion directa de los conceptos emergentes en el desarrollo del
proceso, sino también, en la forma y en las condiciones que propiciaron que dichos elementos
salieran a relucir en unos contextos donde los estudiantes participantes de la investigacion,
pusieron en juego su estructura conceptual elaborada a lo largo de los afios, y también, algunas
consideraciones fruto de la experimentacion y la simulacion en el contexto de la escuela, para
desarrollar una serie de actividades en las cuales vayan descubriendo a partir de la
observacion, elementos que les ayudaran a entender la dependencia de ciertas variables que se

relacionan en el contexto de la medicion del tiempo simulado virtualmente.

Como mencioné en el marco tedrico, existen diferentes perspectivas sobre la
modelacién en educacion matematica, cuyos elementos me permitieron tener una mirada
propia sobre el proceso de modelacion en la cual, la atencidn no se centra sélo en la
construccién de una expresion matematica estatica, sino también en los elementos
dinamizadores del proceso, que permiten la produccion de conjeturas en interaccion de los
sujetos con otros sujetos, consigo mismo y con multiples medios. En la convergencia de estas
caracteristicas, emergio en términos de Yin (2009), una proposicion (orientacion) que dirige la
atencion a situaciones particulares de interés para la investigacion; ésta se enmarca en

direccion a:
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Observar la forma como los estudiantes en interaccion con los medios disefiados para
la investigacion, exteriorizan por medio de representaciones, verbalizaciones,
observaciones, 0 gesticulaciones, las interpretaciones que subyacen de Ia
experimentacion y simulacién en escenarios dindmicos, dotados de relaciones entre la
medicion y el movimiento con elementos gréficos asociados a la funcidn

trigonométrica seno.

3.2.3 El contexto

El trabajo se desarrollé en la Institucion Educativa Montecarlo-Guillermo Gaviria
Correa del municipio de Medellin, la cual cuenta con dos sedes en las cuales se distribuyen
casi 2000 estudiantes cuyos ciclos de formacién estan en la educacion Béasica Primaria, la
educacion Bésica Secundaria y la Media Técnica en contabilidad y administracion, que sirven

en apoyo con personal del SENA.

3.2.4 Las Unidades de analisis

En este componente se relaciona fuertemente el caso a ser estudiado, con los elementos
que hacen parte del problema de investigacion; en esta direccion, Yin (2009) afirma que un
grupo de personas pueden formar un caso a estudiar, donde cada uno de ellos hace parte de
una unidad primaria de analisis, por lo que es importante presentar cada uno de los individuos
que hacen parte de las unidades de analisis y las razones que llevaron a integrarlas al grupo de
estudio. Hago claridad que no seran las personas propiamente mis unidades de analisis, sino
las interacciones, los conocimientos, las acciones, las producciones y las caracteristicas que
dan cuenta de ciertos aspectos conceptuales relacionados con la funcién trigonométrica seno,

en el contexto de la modelacién
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Los estudiantes seleccionados, son jévenes del grado undécimo de la institucion ya
mencionada, los cuales recibi el afio anterior en el curso de matematicas. Para ese momento,
yo no habia tenido ningin contacto con los estudiantes, y tomaba con mucha expectativa
trabajar con ellos la matematica prevista para el grado décimo. En un reconocimiento de las
caracteristicas del grupo, observé que los estudiantes tenian dificultades en el tratamiento de
ejercicios con operaciones algebraicas, en la representacion de elementos geométricos y
algunos de ellos tenian dificultad para comunicar sus experiencias y conocimientos adquiridos

hasta ese momento.

El trabajo con los estudiantes en el grado décimo fue productivo, y aunque no se
alcanzé a abordar todo el contenido tematico propuesto para el afio, si se empezaron a utilizar
otras herramientas de trabajo con ellos, diferentes a las utilizadas hasta ahora (cuaderno,

tablero y libro).

Dada la posibilidad de continuar el proceso con los estudiantes matriculados en el
grado undécimo, y puesto que a todos ya los habia acompafiado el afio anterior, decidi realizar
con todo el grupo la primera parte de la investigacion [la concepcion del fendmeno], que desde
las orientaciones para trabajar la modelacion en el aula, es un momento principal que
direcciona el trabajo. Aqui se proyect6 un video del cual hablaré mas adelante, y finalizada la
proyeccion, los estudiantes realizaron unas preguntas e hicieron unas observaciones frente al
mismo. A partir de esta actividad y conforme a las orientaciones de Stake (2007) , "debemos
escoger casos que sean faciles de abordar y en donde nuestras indicaciones sean bien
escogidas, ... .en los que se pueda identificar un posible informador”(p. 17); razon por la cual,
decidi invitar a la proxima sesién de trabajo a cuatro estudiantes que se mostraron muy

receptivos con el tema, formularon preguntas que dan cuenta de su interés por apropiarse de
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conceptos desarrollados en el video y expresaron su intencidn de querer pertenecer al grupo de
trabajo. Estos estudiantes se habian caracterizado en su grupo por ser responsables y por
expresar educada y abiertamente sus puntos de vista individuales, aun estando en
contraposicion con lo que sus docentes 0 comparieros consideren, ademas de ser colaboradores
y con buena disposicion al trabajo. No fue una condicidn para su eleccidn que tuvieran
excelentes desempefios académicos o que se inclinaran por continuar estudios universitarios

afines con la matematica.

3.3 Las fuentes, los instrumentos y el registro de la informacion

A continuacion presentaré los instrumentos que me permitieron la obtencion de los
datos que seran analizados mas adelante, teniendo en cuenta que la investigacion se realiza

desde un enfoque cualitativo.

- Observacion-participante

Dado que mi papel en el trabajo de campo de esta investigacion ha sido el de profesor e
investigador, de acuerdo con Yin (2009), el estudio de casos agrega una fuente de evidencia
enmarcada en la observacion directa; en este sentido, la observacion-participante, me permitié
introducirme en el ambiente natural de los estudiantes, y mantener un dialogo directo
alrededor de las dificultades que surgieron en la interaccion de los mismos con las actividades

gue se proponian.

La participacion en los espacios donde los estudiantes manipulaban las simulaciones,
me permitio identificar aquellos momentos en los cuales, ellos empezaron a establecer
relaciones entre las variables que manipulaban y los movimientos o cambios en los patrones

que generaba la simulacion, ademas de tener la posibilidad de hacer cuestionamientos
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alrededor de las conjeturas que ellos iban estableciendo. Para evitar los perjuicios o ideas
falsas alrededor de las observaciones, se realizaron grabaciones que apoyaron el andlisis

posterior de la informacion.

- Documentos

Para Villa-Ochoa (2011) citando a Alves-Mazzotti, “puede considerarse como un
documento cualquier registro escrito que pueda ser usado como fuente de informacion” (p.76).
En este sentido, la presente investigacion se apoyo6 en producciones escritas elaboradas por los
estudiantes, en especial las que realizaron al momento de la practica de laboratorio y las
simulaciones, ademas de otros registros que les pedi que realizaran para representar algunas
conclusiones, producto de la manipulacion de las simulaciones, las cuales confirman

evidencias proporcionadas por los videos y la observacion-participante.

- Entrevista

Para Yin (2009), en un estudio de casos, la entrevista implica una conducta diferente
por parte del investigador, la naturaleza de la misma es mucho mas abierta; de alli la
importancia de establecer un dialogo fluido en el cual, las preguntas vayan surgiendo. En la
presente investigacion, no hubo un episodio que pueda tener el rétulo de entrevista; sin
embargo, las preguntas que pudieron conformar una, aparecieron en los diversos dialogos con
los estudiantes al momento de interactuar con las simulaciones, de alli que algunas
transcripciones de estos didlogos se utilicen como evidencia para confirmar algunas

inferencias arrojadas en el trabajo.
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3.4 Las fases del desarrollo

El trabajo de campo de la investigacion se llevé a cabo en dos fases. En la primera, la
cual nombré como fase de consolidacién del fendmeno y preparacion de los materiales,
busqué a partir de un video, llevar a los estudiantes al campo de la observacion de una
situacion compleja por muchos afios como fue la medicién del tiempo, y desde alli, hacer una
abstraccion de algunos instrumentos utilizados en la animacion, para plantearles una practica
de laboratorio que me permitiera tener una aproximacion a la forma como los estudiantes
relacionan elementos matematicos, con situaciones de medicién y variacion. La segunda fase
la denominé de experimentacién en modelacion, ya que en ella pude encontrar la forma como
los estudiantes fueron descubriendo algunas relaciones entre diferentes movimientos y algunas

caracteristicas particulares de la funcion trigonomeétrica seno.
Fase 1: Fase de consolidacion y preparacion de los materiales

Como lo mencione en las lineas anteriores, esta fase se inicid con la observacion de un
video “Erase una vez los inventores: La medicion del tiempo"*, para ello organicé el aula de
clase buscando una buena proyeccion del video y la posibilidad de tener un dialogo con los
estudiantes, en cuanto a las preguntas y comentarios sobre el mismo. Terminada la proyeccion
del video los estudiantes consignaron en una hoja dos elementos que serian vitales para el
desarrollo de la investigacion, el primero un breve comentario acerca del video, y el segundo,
el planteamiento de una pregunta que quisieran hacerle al narrador de la animacién [un adulto
mayor]. El conjunto de preguntas y observaciones me permitid identificar aquellos estudiantes

que se mostraron mas receptivos e interesados en el tema, de este subgrupo seleccioné los

! Consultado en http://www.youtube.com/watch?v=jiXnmviBBdA agosto 10 de 2012
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cuatro estudiantes que mencioné anteriormente. Posteriormente los cuatro estudiantes

realizaron una practica de laboratorio que describo a continuacion.

- La practica de laboratorio
Este momento del trabajo se desarroll6 en el laboratorio de la institucion educativa y el

proposito del mismo, era identificar la forma como los estudiantes representan las relaciones
de las variables que intervienen en la medicion de la distancia y el tiempo, particularmente, la
manera como ellos construyen y expresan esas relaciones, ya que podria ser un primer indicio
del uso de las representaciones y las verbalizaciones para intentar explicar matematicamente el

fendmeno estudiado.

Para esta practica de laboratorio se elaboro y entregé a los estudiantes una guia de
trabajo denominada Laboratorio de mediciones 1 (ver anexo 1); que contenia los materiales e
instrucciones para su ejecucion, con unas preguntas a partir de las cuales, ellos podian
describir ciertas relaciones de dependencia entre las cantidades medidas por el desplazamiento
de una canica en una superficie “plana” y los instrumentos utilizados para tomarlas. Algunas
preguntas permitieron que los estudiantes realizaran representaciones graficas de las relaciones

gue encontraban al analizar tablas de datos.

La ejecucion de este laboratorio de mediciones me permitié poner a los estudiantes
ante posibles dificultades que tuvieron algunas culturas para medir el tiempo, ademas de
observar la forma como reaccionaban ante la inconsistencia de sus registros observados y los

analisis que emergian de estos.
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Fase 2: Experimentacion y simulacién en modelacién

Para esta parte del trabajo realicé unas simulaciones en el software Modellus 4.0, para
analizar el tipo de relaciones que los estudiantes seleccionados, podrian encontrar entre el
movimiento de un reloj, un grafico y una tabla que refleja las variaciones de los valores, que
dependen de los movimientos de las manecillas del reloj. La Gltima simulacién se apart6 del
contexto del reloj y centr6 la atencién en los tipos de dependencia en el movimiento lineal de
un cuerpo, que genera la funcién trigopnométrica seno; debido a la necesidad de observar el
tipo de relaciones que establecen los estudiantes cuando se cambian los escenarios donde
aparecen elementos conceptuales pertenecientes a las funcion que se esta estudiando. A

continuacion presentaré las sesiones que dieron lugar al trabajo con cada simulacién:

Sesion 1. Laboratorio de mediciones 2. En esta sesion se present6 una simulacion
disefiada a partir del ejemplo “clock” y “fisicanalixa péndulo gravitico aproximacao”
presentado en el software Modellus. Para analizar la dependencia de la amplitud de la gréfica
de la funcidn seno, representada en el gréafico, se construyeron dos barras de nivel asociados a
la longitud de un péndulo y al &ngulo de oscilacion inicial. La simulacion construida permitié
encontrar las dependencias de la amplitud y unas ideas sobre el periodo de la gréfica,
asociadas con el movimiento del péndulo y los cambios producidos en éste por la

modificacion del nivel de las barras.

Las dependencias entre los elementos presentados en esta simulacion, no se redujo a
encontrar vinculos entre pares de éstas, sino, al paso por cada una de las diferentes

representaciones de la simulacién, esto es, a observar el efecto que produce la variacion de las
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barras de nivel en el funcionamiento del reloj y posteriormente en la representacion grafica

ofrecida por el programa.
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llustracion 1. Laboratorio de mediciones Il. Simulacion en Modellus 4.0

Sesion 2. ElI movimiento de las manecillas del reloj. En esta sesion la simulacion
centrd la atencion en el periodo de la funcién seno, originada por la componente y de los
vectores que representan las manecillas del reloj. Esta simulacion permitioé encontrar
relaciones de dependencia para la amplitud de la grafica y la representacion de cada una de las
manecillas en el grafico, ademas de permitir predecir la forma de la grafica de todas las

manecillas en funcion de intervalos de tiempo largos y cortos.
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llustracion 2. El movimiento de las manecillas del reloj. Simulacién en Modellus 4.0

Sesion 3. El movimiento de dos cuerpos. Esta simulacion centrd la observacion en
las diferencias entre el movimiento de un baldn de fatbol y uno de baloncesto, programados
con un modelo en términos de la funcién seno y otro modelo con una funcién conocida como
“diente de sierra”. Esta simulacion permitio observar y discriminar el movimiento de un
cuerpo cuando se mueve regido por la funcidn seno, ademas de identificar su amplitud y su

periodo en términos de otra cantidad.
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llustracion 3. El movimiento de dos cuerpos. Simulacion en Modellus 4.0

La informacion de estas sesiones de trabajo se registrd en formatos de audio y video
usando el software Camtasia; este software registro la pantalla donde los estudiantes hacian
variaciones a todos los parametros establecidos en las diferentes simulaciones, y al mismo
tiempo registraba por medio de la camara y el micréfono integrados en el computador, todos

los gestos y dialogos que realizaban al interactuar con las simulaciones.

3.5 El anélisis de la informacién

El anélisis de la informacion se desarrollé teniendo en cuenta las orientaciones de Yin
(2009), bajo las cuales estableci vinculos entre la proposicién planteada anteriormente en el
numeral 3.2.2, la informacion recogida en el trabajo de campo, la pregunta de investigacion y

el referente tedrico delimitado en el presente trabajo. Con estas condiciones, el andlisis de la
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informacidn tiene en cuenta los siguientes momentos, algunos de ellos abordados por Villa-

Ochoa (2011):

Organizacién del material de informacién: En todos los escenarios donde se
desarrolld la investigacion, los documentos escritos por los estudiantes se digitalizaron
y organizaron para facilitar la consulta de cada uno; igualmente, los videos y los audios
fueron agrupados por parejas de trabajo. En este sentido, Yin (2009) recomienda
organizar la informacién cronol6gicamente para favorecer su analisis posterior, y dado
que mis unidades se analisis se ven reflejadas en cada pareja de estudiantes, este

proceso favorecio la categorizacion que se muestra a continuacion.

Categorizacion individual: Las categorias definidas para la organizacion de la
informacion se establecieron teniendo en cuenta los elementos del referente tedrico

adoptado para la investigacion, en esta direccién se desarrollaron dos momentos:

Analisis inicial: EI material recogido en el trabajo de campo se reviso
con el fin de ubicar las expresiones, los dialogos, gestos y producciones
escritas, que dieran cuenta de los elementos que emergen en cada una de las
sesiones de trabajo en relacion con la funcién seno. Este analisis me permitio
extraer trozos de informacidn que sirvi6 de insumo para ilustrar la descripcion
posterior del caso.

Estudio transversal del caso: Terminado el analisis inicial, el siguiente
paso consistid en interpretar a la luz del referente tedrico, los elementos
encontrados en el trabajo de campo y establecer la forma como los estudiantes

llegaron a determinar algunas conjeturas que se relacionan implicitamente con
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las simulaciones elaboradas con modelos matematicos en términos de la

funcion seno y coseno.

Al realizar las comparaciones entre las diferentes fuentes de informacion, con el
referente tedrico y el problema de investigacion, se obtuvieron evidencias para las
conclusiones; en este sentido Stake (2007) afirma que los estudios de caso permiten hacer
comprensible el caso, lo cual se puede lograr a partir de las descripciones que se elaboren

desde las experiencias sensoriales del investigador.

3.6 Validez de los resultados

Una de las premisas en las que convergen Stake (2007) y Yin (2009), al hablar de la
validez del estudio de caso, es a la intencionalidad de no generalizar a otros casos; por lo
tanto, las “inferencias” se hacen sobre eventos particulares y de ahi que los resultados que
arroje esta investigacion deben ofrecer una explicacion acerca de como los estudiantes aca
vinculados, construyen elementos conceptuales relacionados con la funcién trigonométrica
seno; sin pretender con ello establecer generalizaciones a otros contextos donde posiblemente
los estudiantes tengan condiciones diferentes a los relacionados en esta investigacion. Dado
que estos estudiantes son representantes de otros estudiantes, busqué encontrar los efectos que
puede producir el trabajo de campo en los demas que no fueron invitados, de tal manera que

pueda tener una comprension mas amplia de lo que sucede en el proceso educativo.



Capitulo 4

4. ELEMENTOS CONCEPTUALES EMERGENTES DE LA FUNCION SENO,

A TRAVES DE UN PROCESO DE MODELACION MATEMATICA

Aunque toda la propuesta metodoldgica elaborada para la intervencién en el aula tuvo
por objeto detectar la forma como van emergiendo ideas y elementos relacionados con la
funcion trigonomeétrica seno, la construccion del fendmeno a estudiar, permitio abordar otros
conceptos que fueron apareciendo a lo largo de los episodios en los cuales, los estudiantes
pasaron por unos escenarios donde primo la experimentacién y la simulacion; de alli, la
necesidad de ampliar el analisis de aquellos instantes, donde se puede apreciar el surgimiento

de relaciones de dependencia vinculadas al proceso de modelacion.

A continuacion desarrollaré algunos momentos que dan cuenta del anélisis en torno a
elementos matematicos emergentes del trabajo de campo, y utilizaré los seudénimos de
Sergio, Esteban, Pablo y Ana; para referirme a los cuatro estudiantes que participaron en todo

el desarrollo de la propuesta.

4.1 Un tema de estudio con el grupo de estudiantes

El trabajo de campo inici6 con la proyeccién de un video, el cual a lo largo de 27
minutos de duracidn, hace un recorrido histérico que muestra cémo fueron evolucionando los

instrumentos con los cuales el hombre media el tiempo. Estos datos y acontecimientos
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sirvieron de detonante y posibilitaron que los estudiantes reflexionaran acerca de la forma
como la humanidad supero las dificultades que les generaba tratar de medir el tiempo cada vez

de forma maés precisa, en relacion con las estrellas, la luna y el sol, entre otros.

Los comentarios y las preguntas de los estudiantes después de ver el video, se pudieron
caracterizar en tres grandes grupos; unos mostraron su inclinacion hacia querer conocer mas a
fondo algunos acontecimientos historicos que rodearon la medicién del tiempo, otros se
preguntaron mas por la forma como se present6 el video y otros escribieron comentarios y

preguntas que dan indicios de una apropiacion y reflexion del video.

Algunos de los comentarios y preguntas mas relevantes del grupo de 26 estudiantes, se

transcriben textualmente a continuacion.

1. Estudiante 1: *...A medida que transcurre el tiempo el ingenio humano es mas
grande, me gustdé como ideaban, para hacer de las cosas un uso mas practico y
sencillo.”

2. Estudiante 2: “En el video del tiempo conoci formas de medir el tiempo muy
novedosas como el frasquito de agua...”

3. Estudiante 3: ... ;jPor qué gira al lado derecho? ”[en referencia al sentido en que

giran las manecillas del reloj]

2

4. Estudiante 4:” ;Como determinaron cuantos dias y meses tenia un afio?...

Las apreciaciones y preguntas anteriores muestran algunas reflexiones hechas por los
estudiantes después de observado el video; en éstas, se puede detectar que el contenido
historico no era de su conocimiento, que aparecen temas de posibles objetos de estudio en

cuanto a las preguntas que se hacen buscando la explicacion a episodios que no se
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desarrollaron en el mismo y también, en relacion con ese espiritu investigativo que subyace de

dar respuesta a tipos de preguntas como éstas.

El insumo dejado por este trabajo permitié crear un puente hacia las otras etapas de
este proceso de investigacion, puesto que, aunque los estudiantes expresaron sus ideas
alrededor de todas las dindmicas que se desarrollaron para medir el tiempo y la forma como
histéricamente se fue refinando, las preguntas escritas y otras observadas en los registros de
audio y video dejan ver que aparece en escena un fendomeno posible a ser estudiado al interior
del aula (la medicién del tiempo), iniciandose con ello la primera parte del ciclo de la
modelacion matematica en el aula de clase, la consecucion de un fendmeno de estudio; con la
cual se buscd generar una situacion de interés a ser investigada por ellos mismos; aungque no
partiera de su propia iniciativa. En este sentido Biembengut & Hein (2004) afirman que los
factores de tiempo y curriculo ligados al proceso de ensefianza hacen que se puedan hacer
ciertas modificaciones al proceso de modelacion, una de ellas la forma como se concibe el
fendmeno. Los dias posteriores a este primer momento dan cuenta del interés de los
estudiantes por pertenecer a este proceso de investigacion, dada la disposicién del grupo en
general de querer participar de la segunda etapa del trabajo y su aceptacion para desarrollar

otras actividades en horarios fuera del periodo de clases trabajado en la institucion.

4.2 El trabajo en el laboratorio

Como lo mencioné anteriormente, para este trabajo invité a participar a cuatro
estudiantes teniendo en cuenta sus comentarios, preguntas con relacion al video y el tiempo
que disponian para ir a la institucion en horarios extra clase. Los estudiantes pertenecen a un

grupo heterogéneo, entre los cuales hay unos con buen desempefio académico sin ser
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destacados en matematicas; otros que sobresalen por sus resultados en matematicas y otros,
gue muestran dificultades constantes en el aprendizaje de las mismas al interior del aula de

clases.

Al iniciar la préactica, los estudiantes se distribuyeron de tal forma que uno, contaria el
tiempo, otro soltaria la canica en el plano inclinado y otro daria aviso del momento donde
pasara por los puntos de control. Los estudiantes afrontaron momentos de angustia al no poder
tomar con “exactitud” todas las medidas que se pedian, ya que los instrumentos de medicion
que se dispusieron para ello no permiten determinar con mayor precision la cantidad de agua

que cae de la bolsa en relacion con una unidad de longitud medida en centimetros.

llustracion 4. Practica " Laboratorio de Mediciones 1"

En esta practica de laboratorio los estudiantes se vieron enfrentados a tratar de
construir una relacion que les permitiera conocer la posicion de una canica a partir de la
cantidad de agua caida de una bolsa de suero; en la guia de observacion cada estudiante
consigno ademas de las medidas, el tipo de relacidén que encontraron entre la posicion y el

tiempo medido en gotas. Para estudiantes como Esteban y Pedro, las relaciones deberian
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expresarse utilizando herramientas de la matematica que les permitiera encontrar los valores
que no podian medir desde la experimentacion que estaban realizando; mientras que para Ana
y Sergio, la descripcion de cualidades observadas en la practica, era suficiente para determinar

dicha relacién.

Esteban y Pedro, después de intentar hallar una relacion de proporcionalidad entre las
magnitudes tiempo y distancia, decidieron representar en un gréafico los datos encontrados en
la practica, ya que sus intentos por describir el fendmeno de una forma lineal o cuadrética les
implicaba recordar las variables y formulas asociados a ellas. Cada uno de ellos cuando
conjuntamente consideraron realizar una grafica, determinaron que ubicando cada punto
tendrian una idea de la forma que ésta tendria, y con ello posiblemente poder determinar de
una manera mas facil el tipo de relacidn que se estaba esperando, aunque para uno de ellos el
movimiento se vinculara a la gréafica de una linea recta y para el otro a la gréafica de una

funcién cuadrética.
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llustracion 5. Representacion de la relacion entre las magnitudes tiempo y distancia hechas por Pedro

(izquierda) y Esteban (derecha).
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Para Esteban la relacién deberia ser directamente proporcional, puesto que la canica
deberia recorrer distancias iguales en la misma cantidad de tiempo, y aunque este supuesto se
modificd méas adelante cuando fue consciente de que la canica se desaceleraba por la friccién
con el plano, él expresé que la representacion era adecuada si se despreciara la misma, y se
tomara un analisis similar al que se hace en la fisica cuando se desprecian algunos factores
vinculados al movimiento. Pedro en cambio, decidi6 no despreciar la friccion y optd por hacer
una representacion no lineal para encontrar su relacion. Esteban aungue hace una
simplificacion en términos de despreciar la friccion, no identifica la relacion independencia-
dependencia y por lo tanto su grafico muestra que el tiempo depende de la distancia recorrida

por la canica.

Anay Sergio al parecer, no sintieron la necesidad de usar algebra para representar la
relacién entre las magnitudes presentes en el trabajo de laboratorio, y esta no aparicion de
cierto tipo de expresiones, se debe posiblemente a que no habian sido enfrentados a esta clase
de actividades en el aula como ellos mismos lo expresaron, teniendo una mirada “pobre” del
papel que tiene la matematica para abordar el estudio de una situacion como esta. Esteban y
Pedro por el contrario, aunque mostraron la intencién de relacionar la situacion con una
expresion matematica, solo lograron bosquejar una grafica que les permitiera acercarse a un

tipo de relacién matematica.

La limitaciones de los estudiantes en la practica de laboratorio me llevo a trabajar la
siguiente sesién con la primera simulacion, ya que para ellos en general, fue dificil describir
con elementos matematicos lo que sucedia con la canica, ademas de la insatisfaccion que les
produjo el no poder tomar los datos con mayor exactitud. Esta situacion me permiti6 observar

que la simulacién iba a jugar un papel importante dentro del trabajo, ya que al parecer los
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estudiantes se sentian mas seguros estableciendo descripciones y dialogando alrededor de una

situacion compleja para ellos.

4.3 Elementos iniciales de dependencia que emergen por medio de la

visualizacion.

Para la segunda fase de la investigacion, los estudiantes trabajaron en parejas con
simulaciones en el programa Modellus 4.0; éstas aunque se generaban a partir de un reloj,
tuvieron como fin llevar al estudiante a un contexto de observacion donde ciertos movimientos
del reloj, o del péndulo, variaban cuando se modificaban parametros que afectaban valores en

una funcion seno.
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llustracion 6. Simulacion de reloj con péndulo elaborada en Modellus 4.0

En esta simulacién, los estudiantes encontraron inicialmente una relacién entre el

movimiento del reloj y la generacién de la gréfica; comentarios como “cuando aqui recorre

SN Y
2

30, aqui baja y en los otros 30 sube”, “cada 15 minutos se forma esta parte de la grdfica”,
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(haciendo alusion a los intervalos donde la gréfica crece o decrece) dan cuenta de unas
relaciones iniciales que establecieron los estudiantes al correr la simulacion. En esta parte, los
estudiantes observaron con detenimiento la forma como se generaba la gréfica para luego
establecer los puntos donde ésta presenta valores maximos 0 minimos y de esta forma, ver

como se formaba de igual manera sucesivamente.

Sergio, al comparar sus observaciones con la tabla, verbaliza “en I segundo se
encuentra a 0.86 en 2 segundos 0.82 ", aqui empieza a cobrar sentido la tabla en términos de
servir como puente para encontrar relaciones de proporcionalidad o descartarlas y también

para observar la variacion

t» | Modellus - C:\Users\JUAN FERNANDO de reloj_con_pendulo_2013.modellus - X
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llustracion 7. Anay Sergio encontrando relaciones en la primera simulacion.

Sergio observa la relacion en los tiempos de desplazamiento del péndulo y
posteriormente, relaciona la medida adecuada del tiempo en el reloj con las condiciones en

que esté la barra de longitud y la barra del angulo inicial; ademas de encontrar una relacion
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inicial con el periodo del péndulo, como se da en los modelos cotidianos que se conocen para

trabajar con el mismo, en el movimiento arménico simple, el cual se simula aqui también.

Anay Sergio, aunque no lograron encontrar un valor para el angulo y la longitud del
péndulo que permitieran en conjunto con el reloj de la simulacion, medir el tiempo de la forma
convencional que conocemos, hallaron las razones por las cuales el reloj no serviria para ello,
observando la relacién entre el desplazamientos del segundero y el tiempo t mostrado en la
grafica. Sus observaciones se enfocaron en apreciar las caracteristicas del péndulo en relacion
con el reloj, de tal manera que comentarios como el de Sergio: “si el péndulo parte desde aqui
[sefialando la posicion inicial desde donde parte y tomando en cuenta la altura] llega hasta esa
altura alla [sefialando la posicién que tendria el péndulo al otro lado], es como el angulo de
caida”, “mire que cuando esta mas larga, la velocidad /de formacion de la grdfica] cambia”,
dan cuenta de la observacion de caracteristicas propias de movimientos estudiados en la

Fisica.

En la simulaciodn, Sergio varia la longitud de la barra que condiciona el angulo inicial
del péndulo y sefiala en el gréafico desde donde iniciara el movimiento dando cuenta de una
primera relacion entre el movimiento horizontal del péndulo y la amplitud de la grafica

El siguiente dialogo muestra la relacién que se encuentra entre la longitud del péndulo
y la velocidad de formacion de la gréafica, encontrando los primeros elementos que evidencian

la formacidn del concepto del periodo en relacion con el tiempo

Investigador : ¢Qué otro efecto produce la variacion de la longitud del
péndulo en el gréafico?
Sergio : Dependiendo de la longitud del péndulo, la linea del tiempo, el
transcurso, se va hacer mas largo o mas corto. jNo sé cémo
explicarlo! [Sergio sefiala la longitud del péndulo en la grafica]
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Sergio : Porque si se hace muy cortico este, va a estar llegando mas
rapido a un punto.
Investigador :  Utiliza la flecha del mouse para mostrarme eso.

Sergio :  Si se esta haciendo muy cortico, va a estar subiendo y bajando
mas rapido. [Sefala el primer periodo de la gréfica]. Si se hace
mas largo va a llegar como mas rapido al punto.

Esto muestra que lo primero que la experimentacion hace, es generar condiciones para
inferir relaciones directa e inversa en la covariacion entre algunas cantidades, y desde alli,
establecer vinculos entre elementos matematicos presentes en graficas y movimientos, en este

caso relacionados con el reloj.

El grupo de Esteban y Pedro se enfocd igualmente en observaciones en relacion con el
reloj y la gréfica. Pedro después de reiniciar varias veces la simulacion y cambiar los valores
de la longitud del péndulo y el angulo, hace observaciones como “al subir el angulo la grdfica
se alarga”; “al subir la longitud la grafica se forma como més rapido ”; evidenciandose una
conexion entre lo que se observa y la imagen que tiene de la forma del grafico. En el siguiente

didlogo doy cuenta de este tipo de relacion:

Pedro : ¢Qué funcion es esta?
Investigador : ¢ A cual se te hace familiar?

Pedro: ¢Seno?, [hace una pausa] jes que siempre abre hacia abajo!
Investigador : ¢ Por qué la asocias con seno?; ¢ por la forma?

Pedro: No, yo asocio las graficas es por donde se empiezan a abrir;
uhmm, y por la forma, sii.

Pedro y Esteban mostraron apreciaciones muy similares referidas a las relaciones que

hallaron por medio de la simulacion y los efectos que producen en la grafica; sus
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observaciones aunque realizadas en momentos diferentes a las de Ana y Sergio, dan cuenta de
elementos comunes hallados por ambas parejas, los cuales les permitieron tener parametros de
comparacion para determinar el tipo de grafico que podria tener la manecilla del minutero o la

manecilla de la hora.

Ambos grupos presentaron descripciones muy cualitativas, en las cuales prevalecieron
las relaciones entre la longitud y el angulo de oscilacién del péndulo; otras investigaciones
como la de Trigueros (2009), muestran también, después de trabajar la modelacion en el aula,
que los estudiantes identifican los patrones inicialmente apoyados en lo que eran capaces de
observar y no por los conocimientos que tienen; en este sentido aunque Sergio y Esteban
creian estar ante la representacion de una funcion trigonométrica, no pudieron establecer un
vinculo entre la grafica y un modelo matematico, dado que al parecer no encontraban
elementos que les permitiera establecer nexos entre la gréafica y la funcion seno o coseno, su
fundamento se daba a partir de la formacion de la gréafica, dejando ver que si la gréafica pasaba

por el origen, estaban ante la representacion de la funcién seno.

Las conjeturas hechas por los estudiantes a partir del analisis del movimiento de las
manecillas del reloj, el péndulo y el tipo de grafica que en conjunto producen, dan cuenta, en
términos de la Figuracion de las cualidades (Suarez & Cordero, 2010), que estan determinando
una nueva funcionalidad (1) la cual les ayuda a “comprender” el fendmeno que estudian,
detallando algunas particularidades de los movimientos, cuando la gréafica es creciente o
decreciente, qué incidencia tiene el aumentar el angulo inicial en el péndulo, a la vez que van
descubriendo porque el reloj aunque tienen el movimiento de un mecanismo convencional, y
la dependencia entre cada una de sus manecillas como las tiene un reloj analogo comun, éste

no mide en las escalas de segundos, minutos y horas correctamente. Las observaciones que
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realizaron y el tipo de relaciones que encontraron son, en términos de Borba & Villarreal
(2005), la reunion de abtracciones producto del proceso de modelacion-tecnologia, dado que
es por la simulacion, su ambiente gréafico, la interaccién con sus variables y la posibilidad de
reanudar el movimiento, las veces que sea necesario, que los estudiantes pueden reorganizar
esas primeras percepciones que construyen cuando observan por primera vez como el péndulo
de un reloj, varia la velocidad angular de las manecillas de un reloj y forma las gréficas

correspondientes a cada una de ellas.

4.4 Centrando la observacion en la grafica de la funcién seno.

En esta sesion los estudiantes estuvieron trabajando con una simulacion en la cual
desaparecieron el péndulo y las barras de nivel verticales y en su lugar, se agreg6 una barra
horizontal cuya finalidad era variar el periodo con el cual se variaria el periodo de la funcién
trigonométrica que rige el movimiento del reloj. Esta sesion estuvo dirigida fundamentalmente
a observar la relacion reloj-grafica y tratar de encontrar dependencias al interior de la

simulacion.

El trabajo con Anay Sergio inici6 haciendo un recuento de la simulacion pasada,
posterior a ello, Sergio corre la segunda simulacion, con la cual en el programa se empiezan a
formar tres graficas, cada una de ellas como representando la componente vertical del vector
con el que se construyeron las manecillas del reloj. Sus primeras observaciones se centraron
en ver qué pasaba en el grafico cuando habia transcurrido un minuto; observaciones como “‘en
treinta segundos va de arriba hacia abajo”, “en un minuto vuelve a empezar”; dan cuenta del

hallazgo de una relacion entre el movimiento de la manecilla del reloj, el tiempo y el gréfico.

La siguiente secuencia muestra partes de la simulacién cuando han transcurrido unos minutos



66

después de iniciada, en ella se observan las lineas que se formaban en el gréafico, cuando cada

manecilla del reloj hacia su movimiento convencional:
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llustracion 8. Secuencia de la segunda simulacién

Después de varios minutos, cuando han pasado mas de dos horas en el tiempo del reloj,
Santiago y Ana empiezan a asociar caracteristicas en el grafico; éstas aparecen en el siguiente

didlogo:

Investigador : ¢Qué pasa si estiramos la gréafica roja?..; Qué forma
tendria?[en ese momento veian la imagen 3]
Sergio :  Veremos triangulos; siii, picos. Pero si se estirara mas...[hace
una pausa]
Ana: Yo digo que seria como mas ovalada; ya no seria asi en punta

sino como mas ovalada.
Investigador :  ¢Y tendria alguna relacion con otra que veamos ahi?

Sergio :  Sii, seria ovalada como la azul.
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Sergio hace clic sostenido y amplia la grafica hasta que se ve la imagen 4.

La secuencia y el didlogo anterior muestran que tanto Ana como Sergio empiezan a asociar en
el movimiento del reloj la forma que toma la gréfica de las manecillas del reloj. Esta
observacion les permitié méas adelante predecir la posicion de las manecillas haciendo una
lectura de la gréfica, de tal manera que contando los “picos” de la grafica podian encontrar el

tiempo transcurrido en el reloj de la simulacion.

La segunda parte de esta simulacién se centro en la observacion del recuadro amarillo ubicado
a la izquierda del gréfico; éste tuvo un movimiento vertical de acuerdo con el movimiento del

segundero.

B2

llustracién 9. Sergio analiza el movimiento del cuadro amarillo en relacién con el movimiento del segundero en el reloj.

En la ilustracidn anterior muestra la actitud de Sergio cuando se le pide que describa su

posicion en relacion con el segundero. Preguntas como ¢ddonde estaréa el cuadro cuando el



68

reloj marque las 3 en punto?, causaron dudas en Sergio y Ana al momento de responder; sin
embargo, reiniciar la simulacion, y dejarla correr un momento, les permitid inferir la posicion

del cuadro en lapsos diferentes de tiempo.

En el caso de Pedro y Esteban, sus primeras observaciones se centraron en los
movimientos de las manecillas, e intentaron ver como se da la relacion de éstas con el grafico;
al respecto en el caso del segundero pudieron encontrar con facilidad que cuando pasa por el 3
y 9, corta al eje horizontal; y cuando esta en 12 y 6, se encuentra en el punto mas bajo y mas
alto de la grafica. Unos minutos después las observaciones se centraron en los recuadros que

se ubicaron en el extremo izquierdo de la gréfica.

Investigador :
Pedro :
Investigador :

Pedro :
Esteban :
Investigador :

¢,Con quién se relacionan esos cuadros?
jConelreloj...!

¢ Pero especificamente con qué?, porque hay muchas cosas en
el reloj.
Con la gréfica...

Pues, describe los movimientos del minutero, segundero.

Entonces, ¢con esos cuadritos podriamos determinar también
las posicionesen 3, 6, 9, 12?

Esteban : Sii
Pedro : Si, tambiéen
Investigador :  Cuando esté en el 3, ¢ ddnde va a estar el cuadrito?
Esteban: jEn la mitad!
Pedro : Uhmm, sii, va a estar en la mitad
Investigador :  ¢Y cuando esté en el nueve?
Pedro : También.

Investigador :
Esteban :
Pedro :
Investigador :

Y entonces ¢,como sabrian si es el 6 o el nueve?
iDepende si va hacia abajo o va hacia arribal
Cuando va bajando es el tres, cuando va subiendo es el nueve

Ok. ¢ Ese cuadro se mueve siempre a la misma velocidad?
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Pedro : Sii; deberia moverse a la misma velocidad.
Investigador : ¢ Se mueve a la misma velocidad siempre?
Pedro : Sii, no cambia.
Por unos instantes fijan la mirada en el movimiento del cuadro
Pedro : Si, se mueve a una velocidad media. [Hace una pausa]. Aunque
pensando bien la pregunta, aqui reduce la velocidad para

volver a subir. [Sefiala el extremo inferior de la gréfica].
Investigador : ¢Da la idea de quedarse quieto?

Pedro : Es como cuando uno tira algo; y ya que llega como a su punto
maximo y vuelve y baja.
Investigador :  Si algo llega sube y baja; ¢debe haber cambio de la velocidad
0 no?
Pedro : En estas dos puntas si. No va con la misma velocidad aqui, que
ya acd. [sefiala el extremo inferior y la mitad de la trayectoria]
Esteban : Debe ser la velocidad que se tiene en cada parte.

Investigador : Pero cuando dices la misma velocidad es ¢qué? ¢La misma
cuando se esta deteniendo aqui encima? o ¢cual?[sefala varios
tramos del recorrido de recuadro]

Esteban: No pues, sii; tiende como a pararse; como si descansara para
tomar impulso.

En el anterior didlogo puede observarse que los estudiantes inicialmente responden lo
que a primera vista pueden inferir; sin embargo, la posibilidad que da la simulacién de centrar
la mirada en unos aspectos y luego empezar a detectar vinculos entre diferentes movimientos,
hace que los estudiantes reaccionen y comiencen a mostrar otro tipo de posiciones diferentes,

frente a sus andlisis iniciales.

Al centrar nuevamente la observacion en la gréfica, los estudiantes inicialmente no
logran establecer los vinculos entre las manecillas del reloj y las trayectorias que se generan en
los gréaficos; pese a esto, igual que en el caso de Ana 'y Sergio, volver nuevamente la mirada a
aquellas relaciones biunivocas entre cada manecilla y su gréfica, hacen que se puedan

encontrar expresiones mas precisas de los que esta pasando al interior de la simulacion.
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Ambas parejas, cuestionadas por la forma de la grafica que representa el movimiento
de la manecilla de la hora, daban cuenta que inicialmente sus observaciones se limitaban sélo
a ver una linea; que no habia ningun tipo de conexion entre esos movimientos, dado que no
podian inferir inicialmente que esa aparente linea que veian, con el paso del tiempo tomaria la
forma de las otras graficas; sin embargo, la posibilidad de manipular la herramienta gréfica,
desplazarla, ampliarla o reducirla, les permiti6 ir aclarando ciertas dudas al respecto e ir

transformando esas ideas iniciales al interactuar con la simulacién.

Una situacion de mi interés en esta parte del trabajo se generd cuando Esteban se
cuestiono por la amplitud de cada grafica, ya que al parecer él esperaba que todas tuvieran la
misma amplitud (situacion que después él mismo respondid). Al preguntarse por las gréaficas,
expresiones como “ yo digo que pueden tener la misma forma [haciendo referencia a la
graficas de cada manecilla del reloj]; pues la del segundero baja y sube pero demasiado
rapido entonces eso hace que sea como mas, ... jmas qué!, como lo digo, ...que se vean mads
cercanas las ondulaciones ”(véase ilustracion 11), son una muestra de los cambios que se
generan en las diferentes interacciones con la simulacion y las ideas que los estudiantes
refinan en espacios de experimentacion; sus posteriores conjeturas muestran una construccion
de ciertos vinculos establecidos por la convergencia hacia las relaciones que se establecen en
la simulacion, y de las cuales, se puede ir construyendo cada concepto referido a la funcion

trigonométrica seno.
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llustracion 10. Esteban compara el movimiento de las manecillas del reloj.

Minutos antes de finalizar esta simulacion ambos grupos pudieron dar cuenta del
trazado de la grafica asociando la forma de cada una; por donde se esta haciendo el trazado, y
a pesar de no vincular inmediatamente la grafica con el nombre que tiene, cada vez mas es
comun encontrar que sus conjeturas relacionan la amplitud y ciertas formas de medir el
periodo; en este aspecto Esteban, luego de mirar el grafico una y otra vez, desplazarlo de
izquierda a derecha, de arriba abajo y después de dejar s6lo un grafico en el plano, llega a la

siguiente conclusion:

Investigador :  Bueno ¢a qué se debera entonces, que las graficas no suban
hasta la misma parte?
Esteban : Ehh sonaria muy ridiculo, pero yo no sé. ¢ Es por la altura de
las manecillas?
Investigador :  Por eso es

Pedro: Jejeje...
Hubo risas entre las tres personas.
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Minutos después Pedro y Esteban insisten en conocer como se Ilama esta caracteristica,

a lo que el investigador responde “amplitud”.

Pedro termind hablando de aberturas, para referirse a las concavidades de la grafica y
Esteban encontrando relaciones con la amplitud; observaciones que para personas con
formacion en matematicas serian muy obvias, pero muy llenas de sentido para los estudiantes
que en interaccién con un medio descubren relaciones matematicas en un proceso de
modelacion-graficacion. En esta direccion, los estudiantes en términos de Suérez & Cordero
(2010), muestran un nuevo uso (funcionalidad 2) al establecer relaciones entre la grafica y las
situaciones de variacion que significan, tomando cada vez mas importancia para este trabajo el
hecho de no centrar la atencidn de los estudiantes en un modelo matematico con expresiones
algebraicas, sino en un modelo visual que les permite identificar particularidades propias de la
funcion trigonométrica seno, como la amplitud, el periodo, por que se forman graficas con
amplitudes y con periodos diferentes, sin que cada uno de ellos sepa “recitar” las definiciones

convenciaonales de ello.

En este segundo momento de trabajo con los estudantes, centrar la atencion en las
graficas, permitio simplificar las variables relacionadas con el movimiento del reloj y la
grafica que producen sus manecillas. El didlogo entre los estudiantes, el investigador y la
simulacion permitio la construccién de unas ideas generales alrededor de la grafica de la
funcion seno, en este sentido Borba & Villareal (2005) hablan de las potencialidades que
ofrecen las representaciones graficas e interfaces para reorganizar el pensamiento y cambiar la
naturaleza de la produccion de conocimiento en el colectivo con los medios. La
exteriorizaciones verbales de los estudiantes produjeron en el ambiente la necesidad de

establecerse acuerdos comunes entre ellos para explicar el funcionamiento del reloj, ya que
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aparecieron unos graficos mas complejos de observar que otros, y las preguntas hechas por el
investigador les obligd a construir nuevamente ciertas ideas alrededor de los elementos que
vinculaba la simulacién; el hecho de que los estudiantes lancen una afirmacion, y luego lancen
otra, con unos elementos mas estructurados que la anterior, es una muesrra de que se estan
haciendo elaboraciones mentales, que se reconstruye un conocimiento y que se sustenta desde

los medios; en este caso particular, la simulacién.

4.5 La funcion seno y el movimiento en una dimensién.

La ultima sesién de trabajo preparada para esta primera fase de la investigacion,
pondria en juego las nociones que desde dias atras los estudiantes ya venian reflexionando,
pero esta vez la simulacidn no tendria tantas herramientas para establecer relaciones y
conjeturas. Las graficas y las tablas de valores fueron ocultas para evitar sesgos en las
observaciones de los estudiantes y poner en escena todas conclusiones que hasta aqui habian

elaborado.

La siguiente ilustracion muestra la interfaz en la que se desarrolld esta sesion.

[5]” Modellus - C:\Users\JUAN FERNANDO\Desktop\simulaciones modellus\Simulacién movimiento_sesion 3.modellus T——

llustracion 11. Pedro y Esteban establecen relaciones a partir de movimientos.
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Como ya he mencionado, hasta esta simulacion el trabajo de los estudiantes habia
girado alrededor de la observacion, el establecimiento de conjeturas y la basqueda de
validacion de las mismas a partir de la interaccion con las simulaciones; sin embargo, no se
habian desarrollado en escenarios donde tuvieran la posibilidad de utilizar los recursos
graficos y numéricos, como paso en esta sesion. La pregunta general para el trabajo con los
estudiantes fue ¢cdémo seria la representacion grafica del movimiento de cada balon?; lo que
llevo a que ambas parejas de trabajo tuvieran que realizar una gréafica, con la posibilidad de

ver el movimiento una y otra vez.

Inicialmente, los estudiantes mostraron con sus gestos la dificultad que les generaria
realizar el grafico adecuado; expresiones como “uyy, ésta si estd muy dura’”, son una muestra
del reto que estaba por delante, ya que la respuesta para esta pregunta no era algo que emergia
de la nada, porque ya se conocia o porque era basicamente hacer un trazo; era la muestra de
que todo lo que se plasmaria a continuacion, seria una elaboracion nueva y original de cada
uno de ellos. Luego de observar varias veces el movimiento, los estudiantes preguntaron cada
cuanto quedaban las marcas en el recorrido, a lo que contesté, 2 segundos, siendo ésta la Unica
observacién hecha para intentar darles una pista para seguir; no obstante aunque tenia la tabla
de valores que generaba cada movimiento, el reto era trabajar con la menor cantidad de ayudas

posibles.

Después de la observacion arriba mencionada, los estudiantes procedieron a elaborar su

propio gréfico con el cual representarian el movimiento de los balones. Expresiones como

FE I TY r

voy a suponer que de aqui a alld hay 10 cm”, “aqui la distancia es mayor y aqui es menor”,

FE I TY

“aqui para, y vuelve a coger velocidad”, “;Por qué se acelera mds aqui?”’; dan cuenta que

las observaciones hechas por los estudiantes no son tan superficiales como cuando empezaron
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el trabajo, ya que, la necesidad de definir variables a relacionar en el gréafico y encontrar un
“modelo” que le permitiera trazar una linea teniendo en cuenta las particularidades del
movimiento (cuando va a la derecha, cuando va a la izquierda, cuando se detiene, cuando
acelera, cuando desacelera), son una muestra de que en todo el proceso de construccion de la
grafica aparece la modelacién con varias de las etapas o0 pasos que se describieron

anteriormente.

Aunque en esta parte de la investigacion, la atencidn no se ha centrado en los modelos
matematicos que los estudiantes elaborarian para satisfacer unos movimientos particulares en
la simulacion, ni tampoco en las expresiones matematicas generaron las representaciones
graficas de las simulaciones, los estudiantes muestran avances en el proceso de modelacion-

graficacion desde el cual se han venido realizando algunos analisis en este trabajo.

A continuacion presentaré las representaciones graficas elaboradas por cada estudiante,

las cuales se compararan con la arrojada por la simulacion.

BALSN pe Baborcesto

llustracion 12. Representacion grafica elaborada por Esteban
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llustracion 13. Representacion grafica elaborada por Pedro
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llustracidn 14. Representacion gréfica en el Modellus 4.0



77

a)

llustracion 15. Representaciones gréaficas elaboradas por Sergio (a) y Ana (b)

Como puede observarse, las graficas de Pedro, Sergio y Esteban, dan cuenta de una
interpretacion cercana a lo que sucedia en la simulacion. Inicialmente, ellos tuvieron la
necesidad de definir las variables a relacionar en el plano cartesiano y por ello, cuando lo
trazaron surgieron preguntas como ¢Qué puedo poner en los ejes?¢centimetros?¢segundos?
de tal manera que al definir lo que cada uno de ellos representaria, pudieron observar la
simulacion de manera diferente, intentando establecer un vinculo entre la posicion de los
balones y un punto en el plano disefiado por cada uno de los estudiantes; debo aclarar aqui que
esta situacion fue comun a los cuatro estudiantes, aunque Ana haya hecho otro tipo de

representacion. La union de esos puntos en el plano les permitié a los estudiantes obtener cada
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una de las gréaficas que presenté anteriormente, y con ellas, la posibilidad de que cada uno de

ellos estableciera patrones de desplazamiento, aceleracion y desaceleracion, entre otros.

La dificultad para trabajar con la escala del tiempo, es tal vez un problema que se
detecta en sus graficos en comparacion con el arrojado en el Modellus 4.0; sin embargo, dadas
las caracteristicas de la simulacion, se aprecia que sus conjeturas expresadas en la
representacion, se acercan a unas caracteristicas propias que arrojan este tipo de movimientos
al ser representados graficamente; en términos de Suarez & Cordero (2010), en esta parte del

trabajo dan cuenta como lo mencioné, de:

“decisiones sobre la eleccidn de las variables a representar en cada uno de los
ejes coordenados, la eleccion de un punto de referencia, la eleccion de los cuadrantes
y la percepcién de aspectos caracteristicos de la grafica como puntos iniciales y

finales, asi como puntos extremos”(p. 329)

En este Gltimo momento de la construccién de las gréaficas es que aparece la

funcionalidad 3.

Con el desarrollo de estas sesiones se observa como la modelacion, en este caso vista
desde la perspectiva de la experimentacion y la simulacion con graficas, generan en términos
de Borba & Villareal (2005), ambientes que pueden considerarse como laboratorios, donde los
experimentos en un sentido amplio, posibilitan en los estudiantes la formacion de conjeturas
con la coordinacion de representaciones multiples, con “pruebas” de ensayo, y una nueva clase
de juicio de “error”, y un modo de aprender matematicas que ha alcanzado mucha resonancia

con la modelacién como enfoque pedagogico.
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Los estudiantes pasaron por esos pasos de los que habla Bassanezi citado en Borba &
Villarreal (2005), la experimentacion , vinculada a cada uno de los momentos en los cuales los
estudiantes interactuaron con sus comparieros, con el investigador, con las simulaciones y toda
la informacion elaborada con ellas; la abstraccidn, expuesta en cada una de las
exteriorizaciones de los estudiantes a partir de la interacion con los medios para la
investigacion, la resolucion, en términos de todo el procesos vivido por los estudiantes para
reponder a cada una de las preguntas realizadas alrededor del funcionamiento del reloj, la
medicion y el trabajo con las gréaficas; no expongo aqui la resolucién de un problema en
general, sino todos esos momentos en los cuales los estudiantes vieron la necesidad de
encontrar una respuesta a una pregunta que les obligaba detenerse un poco, a observar la
relacién de elementos matematicos con situaciones que aunque él la aprecia, no las puede ,

explicar y deducir con facilidad.

La validacion y modificacion van de la mano en conjunto con todos los momentos
particulares vividos por los estudiantes con la simulacién tres; dicha simulacion les permitio
concebir un modelo gréfico que se aproxima al representado por el movimiento de los balones,
el cual pudo ser validado y modificado cuando se presentd la herramienta visual en la

simulacion.

La siguiente tabla presenta un resumen de como los estudiantes logran pasar por tres
momentos desde en los cuales, se puede inferir el uso de las funcionalidades a las que hace

referencia Suarez & Cordero (2010).



PREMISAS

DESCRIPCION

Funcionalidad - 1

Las conjeturas hechas por los
estudiantes a partir del analisis del
movimiento de las manecillas del
reloj, el péndulo y el tipo de gréfica
gue en conjunto producen; dan cuenta
de la determinacion de esta
funcionalidad y les permite la
construccién de ideas de variacion.
(Simulacion 1)

Funcionalidad - 2

Los estudiantes identifican
particularidades que les permite la
construccién de argumentos
relacionados con la amplitud y el
periodo de la gréfica. (Simulacién 2)

Funcionalidad - 3

Los estudiantes cuantifican
graficamente el movimiento de los
balones, asociando en ella
caracteristicas propias de cada uno.
(Simulacion 3)

Tabla 3. Funcionalidades observadas en los estudiantes.
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Las descripciones anteriormente mostradas dan cuenta de momentos en los cuales, los

estudiantes vinculados al proyecto pasan por tres momentos particulares en los que se

desarrolla el proceso de modelacion con gréficas.



Capitulo 5

5. CONCLUSIONES

En el marco de la Maestria en Educacion Matemaética de la Universidad de Medellin,
mi intencidn con este trabajo fue la de disefiar y ejecutar un proyecto en el cual se vieran
reflejados varios de los contenidos desarrollados en los seminarios de formacion, y también el
plasmar en él, algunos resultados emergentes de las interacciones con los estudiantes, desde
mi experiencia como docente de matematicas; es por ello que, en todos los capitulos que se
escribieron hay un alto componente interpretativo, no sélo de toda la construccion tedrica
construida por investigadores; sino también de esas lecturas que como personas inmersas en
algunos contextos de la educacion, vamos interiorizando, buscando algin dia tener una
experiencia como estas para re-estructurarlas y ponerlas a disposicion de pares para su debate

y re-construccion.

En el primer capitulo presenté una revision bibliogréafica desde la cual se pudo apreciar
las dindmicas que se han generado alrededor de la ensefianza de la trigonometria, los intentos
por descubrir otras formas de presentarlas en el aula, y el papel que tiene la historia en la
construccion de conceptos matematicos relacionados con la misma. Otros articulos y trabajos
centraron la atencion en el papel de la modelacion, que en términos de Borba y Villarreal
(2005), se tom6 como un enfoque pedagdgico que puede penetrar la atmosfera en el aula 'y

transformar la manera como se relacionan profesores y estudiantes para abordar la produccién
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de conocimiento matematico a partir de temas de interés para ellos en este sentido, las
directrices propuestas desde el Ministerio de Educacion Nacional para su implementacion, se
convirtieron también en un referente para no generar disonancia al momento de establecer

acciones desde los referentes tedricos consultados para el trabajo.

Desde los referentes tomados para el trabajo, elaboré una sintesis de los principales
elementos de discusion a nivel nacional e internacional sobre la modelacién y las diferentes
perspectivas que se han generado alrededor de la misma; es asi como encuentro en las
propuestas de Barbosa (2006), Villa-Ochoa (2007), Borba & Villarreal (2005) y, Suarez &
Cordero (2008), elementos que estan en resonancia con mi intencion de desarrollar un proceso

de modelacién matematicas y la formay el tipo de miradas frente a ella.

Las simulaciones con el software Modellus 4.0 y la interaccion de los estudiantes con
sus compafieros y con el investigador, fueron un elemento central que permitié encontrar
evidencia de como estos cuatro jovenes construyen elementos conceptuales relacionados con

la funcidn trigonométrica seno.

El anélisis de graficas permitio que los estudiantes vincularan movimientos en una y
dos dimensiones, con representaciones visuales conocidas, que aunque habian trabajado en el
grado décimo, carecia de elementos que les ayudara a comprender por qué se forma esta
representacion y que particularidades tiene un fenémeno que se represente con la misma, en
este sentido propongo a partir de esta investigacion que el trabajo de gréaficas de las funciones
trigonométricas no se reduzca sélo a la ubicacion y unién de puntos, producto de la interaccién
de un estudiante con la calculadora, o producto de la ubicacion de unas lineas en el plano

cartesiano que surgen de la formacién de una circunferencia y unos segmentos asociados a
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ésta; sino que su estudio vincule también los escenarios dindAmicos que permitan ver la
naturaleza de la formacién de las mismas y la variacién que en ellas se produce cuando los
elementos que la fundamentan no permanecen siempre constantes, aportando desde este tipo

de situaciones al desarrollo del pensamiento variacional.

Las exteriorizaciones hechas por los estudiantes permitieron ubicar momentos en los
cuales se da un proceso de modelacion en el aula, que no se centra en la obtencién de un
modelo matematico algebraico, sino que toma unas descripciones de los estudiantes que se van
refinando en la medida en que éstos interactian con sus compafieros, con las simulaciones y
con el investigador, permitiendo encontrar caracteristicas visuales en la grafica de la funcién
seno, que posteriormente se convirtieron en un modelo grafico con el cual pudieron dar
respuesta a una situacion de movimiento no convencional y nuevo para ellos. Las
elaboraciones individuales de Pedro, Esteban y Sergio, dan cuenta de un reconocimiento del
periodo y la amplitud, centradas en la representacion grafica de la funcion trigonométrica
seno, a partir de las construcciones individuales con las que cada uno de ellos tratd de
presentar un modelo grafico que diera informacion sobre la posicion de cada balén y el tiempo
en que estuviera alli; en este sentido, Suarez & Cordero (2008) encontraron que hay ciertas
actividades que estan intrinsecamente relacionadas con el conocimiento matematico,
permitiendo la funcionalidad de éstos. Ana por su parte, aungue no da cuenta de una
“comprension” amplia de varias de las situaciones aqui propuestas, ha refinando la forma en
que interpreta las situaciones en que interactla, una muestra de ello es la grafica del bal6n de
fatbol (ilustracion 15. d), la cual, aunque no deja ver claramente la interpretacion de un
movimiento establecido a partir de la funcion seno, si muestra como la estudiante percibe las

variaciones en la gréfica y las plasma para intentar describir su movimiento.
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Las observaciones hechas por los estudiantes, de las relaciones vinculadas en las
graficas, mostraron como surgen en paralelo a esta situacion, una serie de argumentos que
reconstruyen las percepciones iniciales de los mismos y les ayuda a realizar transferencias
cuando abordan otro tipo de situaciones diferentes en las cuales, algunos elementos vinculados
con sus nociones, parecen ocultos, generando la necesidad de refinar cada vez mas sus
conjeturas. Estas observaciones, permitieron verificar la forma como éstos dan cuenta del uso
de la gréfica en relacién con las premisas de Suarez & Cordero (2008), cuyas funcionalidades
fueron emergiendo de forma natural en el discurso de cada estudiante, cuando construyeron
ideas nuevas, cuando explicaron ciertas particularidades de algunos movimientos en relacion
con la gréfica que éstos generaban, vinculando la construccion de argumentos con las formas
visuales de las gréaficas. Finalmente en el trabajo con la simulacion tres, los estudiantes dan
cuenta de una cuantificacion del movimiento, a partir de las caracteristicas, las
simplificaciones y las relaciones de dependencia que tuvieron en cuenta para realizar una

representacion grafica asociada al movimiento.

En resonancia con varios de los planteamientos de Suarez & Cordero (2008) y de
Borba&Villarreal (2005), los estudiantes vinculados a la investigacion construyeron
conocimiento matematico vinculado a unas situaciones de movimiento, presentes en interfaces
donde se desarroll6 el proceso de modelacién; sus observaciones vinculadas a medios, sus
exteriorizaciones, sus discusiones y posteriormente los acuerdos y desacuerdos logrados en
conjunto, dan cuenta de una produccién de conocimiento en colectivo de seres-humanos-con-

medios.

Otro elemento pilar del desarrollo de esta investigacion es la dinamica que se genera

alrededor del estudiante cuando se asume en un rol desde el cual aporta a su proceso de
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formacion, discute, descubre sus errores o (re)afirma sus concepciones y se convierte en un
dinamizador del proceso en el aula, generandose cambios en su motivacion, su sentido de
responsabilidad y en la forma de percibir el conocimiento con sus compafieros, y no como un

ser individual externo a ellos.

Finalmente, es necesario aclarar que esta investigacion tiene para su ampliacién
posterior, un trabajo de campo donde se espera concluir el ciclo de la modelacidn presentado
en el capitulo 2; bajo la premisa de ver como con los elementos emergentes de todos estos
escenarios de simulacion, los estudiantes construyen expresiones matematicas que permitan
refinar y mejorar la medicién del tiempo en otros relojes donde las dependencias entre sus
medidas no se dan de la forma convencional que conocemos. Esta parte del trabajo se espera

presentar en un articulo, fruto del desarrollo del posterior trabajo de campo.
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ANEXOS




LA MODELACION EN LA PRODUCCION DE
B CONOCIMIENTO MATEMATICO.
|.E MONTECARLO

GUILLERMO UNIVERSIDAD DE MEDELLIN
GAVIRIA CORREA

ANEXO N° 1
Laboratorio de mediciones 1.
Objetivo

Identificar los principales aciertos y dificultades en las diferentes formas de medir del tiempo;
teniendo en cuenta la época en que fueron utilizadas.

Materiales

e Una regla graduada o metro.

e Una canica.

e Un plano inclinado o similar.

e Un reloj convencional (no digital).

e Equipo de administracion de medicamento
intravenoso.

Como se observo en el video (Erase una vez los inventores “La medicion del tiempo”), la
busqueda por medir el tiempo ha estado presente en muchas de las culturas a lo largo de la
historia. Muchas personas han desarrollado métodos para medirlo, sin embargo, sélo aquellos
que han proporcionado mayor precision han permanecido en el tiempo.

Instrucciones

1. Coloca la canica en la cima del plano inclinado toma las siguientes medidas tres veces
y registre el promedio:

Preguntas

a) ¢cuantas gotas salen del equipo de administracién de medicamento, cuando la
canica recorre 10cm después de salir del plano inclinado?
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b) ¢cuantas gotas salen del equipo de administracion de medicamento, cuando la
canica recorre 50cm después de salir del plano inclinado?

C) ¢cuantas gotas salen del equipo de administracion de medicamento, cuando la
canica recorre 100cm después de salir del plano inclinado?

Escribe los datos en la tabla.

Distancia (cm) 10 50 100
Tiempo (en gotas)

Toma las medidas del item anterior, pero esta vez utiliza como instrumento de medida
el reloj convencional (no digital). Lleva la respuesta a las preguntas a la siguiente tabla.

Distancia (cm) 10 50 100
Tiempo (en segundos)

¢Se puede encontrar alguna relacion entre la medida tomada con el agua y la tomada
con el reloj? Justifica.




88

4. (Es posible predecir con los datos anteriores, la medida del tiempo cuando la canica
haga un recorrido de 20 metros? ¢como se puede hacer?

5. ¢como se podrian representar los datos recogidos en el desplazamiento de la canica?
iHazlo!

6. Describa las dificultades que se presentaron para desarrollar el laboratorio.
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7. Escriba algunas conclusiones del experimento realizado.

iMuchas gracias por el compromiso con su trabajo...!



LA MODELACION EN LA PRODUCCION DE

o CONOCIMIENTO MATEMATICO.
.E MONTECARLO
GUILLERMO
GAVIRIA CORRES

ANEXO N° 2

Laboratorio de Mediciones 2.
MODELLUS

Objetivo

Identificar los elementos que intervienen en el funcionamiento de un reloj analogo y encontrar
las relaciones de estos con relacion a un modelo matematico.

Instrucciones

Ejecute el archivo Simulacion de reloj Modellus 4.0; en ésta aparece un reloj que funciona de
una manera muy particular (en la realidad su funcionamiento depende de mas elementos).

Se abrird una ventana como la que aparece a continuacion.

1.18E3 0.45|
1.18E3 0.50|
1.18E3 0.52)
1.18E3 0.52)
L15E3 0.50|
L15E3 0.45)
L15E3 0.39|
L15E3 0.31)
1.1563 0.21)
11563 0.10|
11563 -0.01|
11563 -0.12|
11563 -0.22|
1.20E3 -0.32| v

1>

La barra azul representa el angulo desde el cual inicia el movimiento del péndulo, la barra
verde representa la longitud del mismo. Al lado izquierdo esta la ventana de graficos y al lado
derecho aparece una tabla de datos.



Preguntas

1. (Esta el reloj haciendo una medicion adecuada del tiempo? ¢por qué?
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2. ¢Qué pasa cuando se varia el angulo de oscilacién del péndulo? ¢se logra ajustar el
reloj? ¢Por qué?

3. ¢Qué cambio genera cambiar la longitud del péndulo? ;qué efectos en el reloj
producen esos cambios?
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4. ¢Qué pasa en el grafico cuando se varia el angulo de oscilacion del péndulo? ¢por qué?

5. ¢Qué pasa en el grafico cuando varia la longitud del péndulo? ;por qué?
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6. ¢Cuéles elementos de la simulacion aparecen relacionadas en el grafico? ¢de qué forma
se puede apreciar esta relacion?

7. Cuando se quiere relacionar otros elementos de la simulacion ¢qué se obtiene en el
grafico? ¢por qué?

iMuchas gracias por el compromiso con su trabajo...!
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